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Feuille de TD n°7
Convergence de martingales et théoreme d’arrét
pour la semaine du 21 au 25 novembre

Exercice 1. Soit (X,,),>0 une martingale avec |X,, 41 — X, | < M pour tout n € N, avec M < oo une constante.
Soit

C = {lim X,, existe et est finie}
D = {limsup X,, = +o0 et liminf X,, = —oco}.

Montrer que P(C U D) = 1.

Conseil : On pourra étudier la martingale arrétée aux temps Tk = inf{n > 0: X, < —K} et/ou T} = inf{n >
0:X, > K} pour K € N.

Exercice 2 (Lemme de Borel-Cantelli). Soit (F,),>0 une filtration et (A4, )y>¢ une suite d’événements
avec A, € F, pour tout n € N. Montrer que

limsup A,, = {Z P(A,|Fno1) = oo} presque siirement.
n=1

Conseil : utiliser le dernier exercice.

Exercice 3 (Quelques (contre-)exemples).

1. Un exemple de martingale qui converge presque sirement mais n’est pas bornée dans L'. On considere
une famille (Y;,,e,)n>1 de variables aléatoires indépendantes telle que pour tout n, la loi de Y, est
3 (8a, 4+ 0_a,), Ol (an)n>1 est une suite de réels positifs fixée, et la loi de €, est 2501 + (1 — -5) §. On
définit, pour tout n > 1, F,, = o(Yy,e1,...,Y,,&,) et M,, = > 1_, €,Y,. Montrer que (M,),>1 est une
martingale par rapport & la filtration (F,,),>1 et qu’elle converge presque stirement. Montrer qu’on peut
choisir (an)n>1 telle que cette martingale ne soit pas bornée dans L'.

2. Un exemple de martingale qui tend presque strement vers +oo. On considere (£,),>2 une suite de
variables aléatoires indépendantes telles que

1 n2 1
P =) =p o Pla=gy) =l

On pose M, = &+...+&, pour n > 2. Montrer que (M,,),,>2 est une martingale telle que M,, ——— +oc0.
B n—»00

Exercice 4 (Sommes aléatoires). Soit (X,,),>1 une famille de v.a. i.i.d. avec E[X;] = 0 et E[X?] < co. Soit
(an)n>1 une suite de nombres réels tels que Y- | aZ < co. Montrer que la somme Y >~ a,X,, converge p.s.
Exercice 5 (Théoréme de Rademacher). L’objectif de cet exercice est de montrer par une approche proba-
biliste que toute fonction lipschitzienne est primitive d’une fonction mesurable bornée. Soient (2, F,P) un espace
de probabilité, X une variable aléatoire de loi uniforme sur (0,1) et f : [0,1] — R une fonction lipschitzienne de
constante de Lipschitz L > 0. Pour tout n > 0, on pose X, = [2"X |27 " et Z,, = 2" (f (X,, +27") — f(Xn)).
1. On définit pour tout n € N, ¢, : [0,1) — [0,1), . — [2"x]27". Si z € [0,1), de décomposition dyadique
minimale* z = Y77, b,27% avec by € {0,1}, k > 1, montrer que ¢, (z) = >, _; bx27*. En déduire que
Yk O Yn = Pk, pour 0 < k < n.

2. Montrer les égalités de tribus suivantes :

J(X(),Xla"'vXn) :U(Xn) et ﬂ U(XnaXn+17"') :J(X)

n>0

1. On dit qu’une décomposition dyadique est minimale s’il n’existe pas de n € N, tel que by, = 1Vk > n, i.e. si Zz‘;nﬂ b2k <

2~™ pour tout n.
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Déterminer E[h(X,,+1)|X,] pour toute fonction & : [0,1] — R mesurable bornée. En déduire que (Z,,),>0
est une (F,)n>o-martingale bornée (ot F,, = o(X,) pour tout n > 0).

. Montrer qu’il existe une variable aléatoire Z, limite presque sire et dans L' de (Z,,),>0, puis qu'’il existe

une fonction g : [0,1] — R mesurable et bornée telle que Z = g(X).

. Calculer E[h(X)|X,] pour toute fonction h : [0,1] — R mesurable bornée. En déduire que

Xn+27n
p-S. Zn = 2”/ g(u)du.
Xn

Conclure que pour tout z € [0, 1],

Exercice 6 (Martingales exponentielles de la marche aléatoire). Soit (S),),>0 la marche aléatoire
simple sur Z, i.e. So =0et S, = X1 +---+ X, ot X1, X5, ... sont iid avec P(X; =1) =P(X; = —-1) = 1/2.
Nous rappelons que pour tout 8 € R, W,,(6) = exp(65S,,)/ cosh()™ est une martingale.

1.

Mountrer que W,,(6) — 0 p.s. quand n — oo, pour tout # # 0. En déduire que la martingale W,,(6) n’est
pas uniformément intégrable.

. Soit Ty le premier temps d’atteinte de 1 par la marche, i.e. T} = inf{n € N: S, = 1}. Pour § > 0,

montrer que

E[cosh(9) "] = 7",

3. Montrer que E[Wr_, (0)] = e~2¢ pour tout > 0.
4. Quand X | 0, montrer que 1 — E[e=*Tt] ~ C'v/A, pour une constante C' > 0 & préciser.

. Pour tout v €] — Z,Z[, montrer que Z,(y) = cos(ySy)/ cos(7)

Pour info : la fonction A — E[le=*T1] s’appelle la transformée de Laplace de T). Le résultat ci-dessus
permet de montrer, par le biais d’un < théoréme tauberien >, que P(Ty > k) ~ C' /\/k pour une constante
C'>0.

T n

555 est une martingale (on pourra par

exemple utiliser la partie 1 pour des 6 € C).

Poura € N, a > 2, soit T4 4 = T4 AT,. Montrer que les martingales (Zna1_, , (55))n>0 €t (Zn(55))n>0

ne sont pas uniformément intégrables.

En déduire que

o
2a’ 2a

Montrer que pour tout v €] — LE[Zr, . (v)] <E[Zo(y)] = 1, et par conséquent,
E[cos(y) " T==] < o0.
Donner une constante A\, € R, telle que
Efe*-e] <00 <= A<\

Donner un équivalent de A, quand a — co.

Exercice 7 (Modéle de Wright-Fisher). On a une population de taille fixée N € N* qui se renouvelle

entierement a chaque génération et dont chaque individu est de type a ou A. Chaque individu de la génération

n + 1 choisit son (seul) parent de la génération n de fagon uniforme et indépendante des autres individus et

hérite le type du parent.

On note X,, le nombre d’individus de type a dans la génération n et F, := o(Xo,...,X,). On a alors
P(Xpi1 =i|Fn) = (N)(%)l(l - %)N_i, pour tout i € {0,..., N}. On suppose que p.s. Xo =k € {0,...,N}.

1.

3
Montrer que (X,,,n > 0) est une martingale et discuter la convergence de X,, vers une variable X,
quand n — oo.

2. Montrer que M, := (525)"X,(N — X,,) est une martingale.
3. Calculer E[X ] et E[Xoo(N — Xo)]-

4. Calculer la loi de X, et commenter.
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Exercice 8 (Un jeu de cartes). On prend un jeu de 52 cartes, on les retourne une & une; le joueur peut,
une et une seule fois au cours du jeu, dire “rouge la prochaine!”, il gagne si la carte suivante est rouge, sinon il
perd. On se demande quelles sont les stratégies de jeu qui optimisent la probabilité de victoire.

1. Soit R, (pour 0 < m < 51) le nombre de cartes rouges encore dans le jeu aprés avoir retourné n
cartes. Soit A, l'événement {la n-iéme carte retournée est rouge}. Calculer P(A,1|R, = j), pour
j€{0,...,26}, ne{0,...,50}.

2. Calculer P(Ry+1 = j | Rn) = P(Rpt1 =7 | Fn), o0 Fp, :=0(Ro, ..., Ry), n € {0,...,50}, j € {0,...,26}.

Montrer que
R,

S 52-n’
Mountrer que X,, := R, /(52 —n), n = 0,...,50, est une martingale par rapport a la filtration (F,) et
que X, = P(Ap41 | Fn)-

3. On définit 7 =n € {0,...,52} si le joueur dit “rouge la prochaine!” avant de retourner la (n + 1)-iéme
carte. On suppose que 7 est un temps d’arrét (pourquoi?). Montrer que la probabilité de victoire est
E[X,] et la calculer.

E[Rns1|Fn) = R n=0,...,50.



