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Feuille de TD n°9. Corrigé.

Exercice 1 (Chaine de naissance et mort).

1. Sip; > 0et gy1 > 0 pour tout ¢ > 0, alors on a ¢ «~ i + 1 pour tout ¢ > 0 et donc par transitivité, ¢ e~ j
pour tout ¢ < j. La chaine est donc irréductible. En revanche, si py = 0 pour un certain k£ > 0, alors on a
Q(i,7) = 0 pour tout i < k et j > k. Ceci montre que ¢ + j pour tout i < k et j > k, et donc la chaine n’est
pas irréductible. Si ¢;11 = 0 pour un ¢ > 0, on fait un raisonnement analogue.

2. 1l vient de la définition de u que u(a) = 0 et u(b) = 1. Soit a < z < b. Alors,
u(x) =Po(Ty > Ty) = Y Po(Ty > Ty | X1 = y)Po (X1 = ).
y

Puisque z ¢ {a,b}, on a T, > 1 et T}, > 1 presque stirement sous P, et donc T, =T, 00+ 1et T,00+1 p.s.
La propriété de Markov donne alors

Po(To >Ty | X1 =y) =Pp(Tp 08 >T00| X1 =y) =Py (To > Th) = u(y).

Par conséquent,

u(x) =Y Qx,y)u(y) = Qu(x).

Y

Dans notre cas, cela donne
u(z) = qu(z — 1) + rpu(z) + pru(x + 1),
ce qui, en écrivant u(z) = 1 x u(x) = (¢ + ro + p2)u(z), donne

(@ + pz)u(z) = gru(x — 1) + ppu(z + 1), et donc u(z+1)—u(z)= ;])—i(u(m) —u(z —1)).

Par récurrence, cela donne

Va<z<b:ulz+1)—ulx)= Lz)(u(a +1) —u(a)) = Cy(x),

(
()
avec C' = (u(a+1) —u(a))/v(a) = u(a+1)/v(a). En sommant cette égalité, on obtient ainsi pour a < x < b,

rz—1

ule) = ulz) —u(a) = Y u(y) —u(y+1) = C 3" ().

Yy=a
Ceci est en particulier vrai pour x = b, ce qui donne
b—1
1L=u(d)=C> (),
y=a

et donc C = (ZZ;E v(z))~1. Ceci donne finalement,

r—1
u(z) = szl 7(y)

Yo—a (W)

Dans le cas particulier ou p, = g, pour tout x > 1, on a v(x) = 1 pour tout x > 0, et donc

r—a
u(z) = T

3. Considérons I'événement {Tp = co}. On a Py-presque stirement T3, > n — 1 pour tout n > 1; si bien que
{Th = o0} = lim {Tp > n} D lim {Tp > T,}, Pi-ps.
n—oo n—oo

Pour 'autre inégalité, on remarque que 7T, < oo p.s., car soit la chaine est récurrente, dansquel cas chaque
état est visité un nombre infini de fois (irréductibilité!), soit la chaine est transiente, dansquel cas elle tend
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vers oo p.s. et donc doit passer par I’état n, les seules transitions étant x — x+1 et x — x— 1. Par conséquent,
on a trivialement, Py (Ty = o0o) < Py (T > T5,) pour tout n € N. Avec ce qui précede, cela donne

Py(Ty = 00) = lim Py(Tp > T,).

n—00

La derniere partie nous donne alors

-1 o -1
Py (Tp = o00) = lim_ <Zv > = <Zv(y)> :
y=0

Par conséquent, P;(Ty = 00) = 0 si et seulement si Z;o:o ~(y) = oo.
Pour montrer que la chaine est récurrente si et seulement si ZZO:O v(y) = oo, il suffit par irréductibilité de

montrer que 0 est un état récurrent, donc que Py (TO = 00) = 0 si et seulement si Z;O:O ~(y) = oo. Or, puisque
Q(0,7) = 0 pour tout ¢ > 2, la propriété de Markov donne,

Po(Ty = 00) = Py(Tp = 00, X1 = 0) + Bo(Tp = 00, X1 = 1) = 0 + poP; (Tp = o),

et puisque py > 0, cela montre que Py(Tp = 00) = 0 si et seulement si E;O:o ~¥(y) = oo.

4. Une mesure pu est réversible si et seulement si pour tous z,y > 0,

wz)Q(z,y) = n(y)Qy, z)

Puisque Q(z,y) = 0 dés lors que |z — y| > 2 et puisque 'égalité est triviale si x = y il suffit de la vérifier dans
le cas |z — y| = 1, on, en échangeant les rdles de x et y, dans le cas y = x 4+ 1. On a alors

PR,z +1) = pla+ QU+ 1,3) = ple+1) = 2 p(e).
T+
Par récurrence, cela montre que p est réversible si et seulement si
Po-Pz—1
p(r) = ————p(0),
(@) Qe ©)

et donc il existe une seule mesure réversible ¢ avec ¢(0) = 1 donnée par ((z) = % pour z > 0 (avec la
convention qu’un produit sur un ensemble vide vaut 1).
SiM =37, % < 00, alors la mesure m = (/M est une mesure de probabilité réversible et donc

invariante. Par irréductibilité, ceci montre que la chaine de Markov est récurrente positive. Inversement, si
la chaine est récurrente positive, alors il existe une mesure de probabilité invariante w. Par un théoreme
du cours, on sait qu’'une chaine de Markov récurrente et irréductible admet une unique mesure invariante
(modulo multiplication par une constante), et donc ¢ = C'm pour une constante C' > 0. Par conséquent, on a

oo
Po -
R SLCR WIERLE
=0
5. Dans le cas présent, on a par I’hypothese p < ¢,
0 """ Pr—1 Z( T
Y E=——==> (p/a)
o Nl =

On est alors dans le cas récurrent positif. Soit 7 la mesure de probabilité invariante de la partie précédente.
On a alors d’aprés un théoreme du cours, pour tout i > 0,

o L Xame/9)” _ (a/p)
Bl = = =%t " 1-wd

Exercice 2 (Une chaine périodique).

1. Pour un entier n, notons n mod m son reste pour la division par m. On a alors i ~ (i4+1) mod m pour tout .
Par récurrence, on a i ~ (i-+k) mod m pour tout k > 1. Par conséquent, i «~ j pour tout 4,5 € {0,...,m—1}
et donc la chaine est irréductible.
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2. Soit n € Net 4,5 € {0,...,m —1}. On a pour tout chemin x, ..., z,,

[T Q@r—1,21) =

k=1

1 sizp =xk_1 + 1 mod m pour tout k
0 sinon.

Le seul chemin i = xg,...,x, tel que zx = zx_1 + 1 mod m pour tout k est le chemin z; = i+ k mod m. Ce
chemin satisfait x,, = j si et seulement si j =i + k& mod m. Il vient,

Q" (i, j) = [T Q@r-1.20)

1=T0,...,Tn=7 k=1

_J1 siy=z+mnmodm
10 sinon. ’

3. On a pour tout i € {0,...,m — 1},
Q"(#,i) >0 <= i=i+n modm < n=0 mod m < m|n.
Par conséquent, on a pour tout i € {0,...,m — 1},
pged({n € N* : Q"(i,i) > 0}) = m,

et donc la période de la chaine est m.

4. Soit u la probabilité uniforme sur {0,...,m — 1}. Alors pour tout j € {0,...,m — 1},

—

m—

pQ() = D wH)Q, §) = p(j — 1 mod m) = u(j).

i=0
Par irréductibilité, la probabilité stationnaire est unique et donc il n’y en a pas d’autres.

Exercice 3 (Lazy chain).

1. On apour tout n € Net y € F,
]Pz(Yn+1 :y|Y077Yn) :PI(Y7«/L+1 =Y, BnJrl :]-|YE]77Y71)+IPQ:(Y71 =Y, Bn+1 :0|Y077Yn)

Puisque By, 41 et Y, | sont indépendantes conditionellement & Yy, ..., Y,, de lois respectives B(p) et Q(Yy, ),
on a

PTE(}/A-&-l =Y Bn+1 =1 | Yo,... 7Yn) = pQ(any)'
De plus, puisque 1y, —,) est mesurable par rapport a Yp,...,Y,, on a
Px(Yn =Y, Bn+1 =0 | Yo, ... 7Yn) = I[(Yn:y)IP;E(Bn—i-l =0 | Yo, ... aYn)
= (1 =Py, =y)-
Par conséquent,
Px(yn—‘ﬂ =Y ‘ 1/05 R Yn) = (pQ + (1 _p) Id)(Yn’y)7
et donc (Y,,)n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition @, := pQ + (1 — p) Id.

2. Puisque Q, > pQ, on a Q) > (pQ)" = p"Q". Par conséquent, puisque p > 0, on a Qp(w,y) > 0 si
Q"(z,y) >0, et donc Y > Qp(z,y) >0 si Yoo o Q™ (z,y) > 0. Ceci montre que (Y,,),>0 est irréductible si
(Xn)nzo Pest.

3. Soit y une mesure sur E. Puisque p > 0, on a

pQ =p = ppQ =pp <= ppQ+ 1 —plp=pp+ (1 -pp <= pQp = u,

et donc p est invariante pour (Y;,)n>0 si et seulement si p est invariante pour (X,,),>0-

4. Soit z € E. Puisque p < 1, on a Q,(x,x) > (1 — p)Id(x,x) > 0. Par conséquent,
pged({n € N*: Q) (z,2) > 0}) =1,

et donc la chaine est apériodique.
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5. Si (Xy)n>0 est irréductible et récurrente positive, alors (Y, ), >0 'est également, par les deux premiéres parties
de 'exercice. De plus, par la derniere partie de l'exercice, (Y;,)n>0 est apériodique. Par un théoréme du cours,
Y,, converge alors en loi vers la probabilité stationnaire quand n — oo.

Cette convergence n’a pas forcément lieu pour (X,,),>0 quand celle-ci est périodique, la chaine de I’Exercice 2
en donne un exemple.

Exercice 4. Pour une fonction f € H, notons Qf(x) = ZyeE Q(z,y) f(y), ce qui définit un opérateur linéaire Q)
sur ‘H. Soit n € N*. Alors

B [(f(Xn) = F(Xn-1)) | X0y s Xnca] = D Q(Xn1,9) f(y) — f(Xn—1) = (Q — 1) f(Xp1)-

yeE
Par conséquent, avec 'operateur linéaire A := Q—1Id, le processus M est une martingale pour la filtration naturelle
de (Xn)nzo.
Exercice 5 (Fonctions harmoniques et probléme de Dirichlet).

1. Puisque = est non-absorbant, ’ensemble {y € F : y # x, Q(z,y) > 0} n’est pas vide. Par définition de
I’harmonicité, on a alors

(1-Q(z, z))u(z) = Qu(z) — Q(z, v)u(x)

yeE, y#x

= > Q(z,y)u(y)

YEE, y#z, Q(z,y)>0
sup{u(y) |y # =, Q(z,y) > 0} > Q(z,y)
yEE, y#z, Q(z,y)>0
=sup{u(y) |y # z,Q(z,y) > 0}(1 — Q(z,2)),
ou la derniere égalité provient du fait que ZyeE Q(z,y) = 1 pour tout x € E. Puisque = est non-absorbant,
onal—Q(x,x) >0, ce qui donne

IA

u(z) < sup{u(y) |y # =, Q(z,y) > 0}.

2. Si (u(X,))n>0 est une martingale par rapport & (F,)n>0 (sous P, pour tout z € E), alors E,(u(X1)) =
E.(u(Xp)) = x pour tout x € E, et donc u est harmonique. Inversement, si u est harmonique, alors pour tout
n € N*, puisque (X,,),>0 est une chaine de Markov, pour tout z € E,

EI[U(XTL) |]:n—1} = Z Q(Xn—lvy)u(y) = Qu(Xn—l) = U(Xn—l)a
yeE

par I’harmonicité de u. Par conséquent, (u(X,))n>0 est une martingale par rapport a (F,)n>0 sous P, pour
tout x € F.

3. On sait que Tye est un temps d’arrét, et donc {Tqe < n} € F, et {Tae > n} € F,,. On a pour tout n € N et
reE,

Po(XnsinTae = Y| Fn) = Pe(Xns1 = Y| Fa) Lryesn) + Po(Xanrae = ¥ Fr)lir,e<n)
= Q(XnnTucs WL (Tpe>n) + Lixonr, o=y LTae<n)

Par définition de T'4c, on a T4c > n si et seulement si X,ar,. € A. Par conséquent,

P, (Xn+1/\TAc =Y | ]:n) = Q(Xn/\TAc 5 y)ﬂ(Xn/\TAc €A) + ]l(Xn/\TAc=y)]l(XnATAC €A°)
= QA (Xn/\TAc ) y),

avec

Qz,y), z€A

Qale,y) = {Id(m,y), re A

Puisque 0(XoaT,es - -« s XnaTae) = Fnarse C Fn pour tout n € N, on a également

Po(Xntiarse = Y| Fanrse) = Qa(Xnatse, y)-

Par conséquent, le processus (X,a1,. )n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition Q4.
Si u est harmonique sur A, alors on a pour tout © € A : Qau(zr) = Qu(x) = u(x), et pour tout z € A° :
Qau(zr) =Idu(z) = u(z). Par conséquent, Qau = u et donc u est harmonique pour la chaine (X,a1,. )n>o0-
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4. Soit w harmonique sur A. Alors d’apres la derniere partie de l’exercice, u est harmonique pour la chaine
(XnAT,e )n>0- Par la deuxieme partie de 'exercice, (u(Xnar,.))n>0 €st alors une martingale pour la filtration
(FaaTye )n>0, pour tout z € E. Fixons z € A. Puisque X,r,. prend valeurs dans AU A, P,-p.s. pour tout
n € N, et que AU JA est un ensemble fini, la martingale (u(X,a7,.))n>0 est bornée dans L™ et donc une
martingale fermée sous P,. Notons Xeoar,. sa limite (dans L' et p.s.) et notons que Xoopr,e = X7,. quand
XTAc < 00.

Par hypothese, on a Py (T4e < 00) = 1. De plus, par définition de A, Py (Xr7,. € 0A, The < 00) = 1. Par
conséquent,

u(r) = E,; [“(Xoo/\TAc ) = EI[U(XTAc)]l(XTAC €A, TAc<oo)]'
11 en suit que u(x) est déterminée par les valeurs de u sur JA. Puisque = € A était arbitraire, ceci permet de
conclure.

Exercice 6 (Bonus : Fonctions harmoniques et propriété de Liouville).

1. Soit u une fonction harmonique bornée. Par I’Exercice 5.2, le processus (u(X,))n>0 est alors une martingale
bornée. Fixons un élément 0 € E quelconque. Soit Ty le temps d’atteinte de 0. Puisque la chaine de Markov
est récurrente, on a P, (Ty < 00) = 1 pour tout « € E. Par le théoréme d’arrét (u est bornée!), on a alors

Ve € E:u(z) = E [u(Xo)] = Ex[u(Xr,)] = u(0).

Ceci montre que u est constante et que la chaine est Liouville.
2. Soit u une fonction harmonique bornée. Soit x,y € FE. Par 'Exercice 5.2, on a alors pour tout n € N,
u(z) =E[X7] et u(y) = E[XY]. En particulier,

|u(z) — u(y)| = limsup [E[u(X;)] - Eu(X7)]].

n—oo

Par hypothese, on peut coupler X* et XY de telle fagon que
PEANVR>N: X =XY)=1.
En particulier, on a P(X? = X¥) — 1 quand n — oo, et donc

lu(x) = u(y)| = limsup [E[u(X77)] — E[u(X})]]

n—oo

< Tim sup [[ull o P(XZ £ XY)
n— o0
=0.

Ceci montre que u est constante et que la chaine est Liouville.

3. Soit u une fonction. Puisque p > 0, on a
Qu=u <= pQu+ (1 —plu=u <= pQu=pu <= Qu =u,

ce qui donne le résultat.

4. Nous décrivons d’abord en mots ce que nous allons faire avant de 1’écrire formellement : on considere la
version lazy de la MAS avec p = 1/2. Nous pouvons alors coupler les marches X* et X¥ de la fagon suivante.
A chaque pas, nous choisissons la méme coordonnée pour les deux marches. Si X et X¥ coincident en cette
coordonnée, on les fait bouger pareil. Sinon, on fait bouger 'une des deux au hasard, et 'autre reste sur
place. En utilisant la récurrence de la MAS sur Z, on peut ainsi faire converger chacune des d coordonnées,
si bien que X? = XY a partir d'un certain rang.
Maintenant formellement : Soit z,y € Z%. Soit (U, By, Jy)n>0 une famille iid de couples aléatoires de loi
Unif({1,...,d})® B(1/2) ® (6_1 + 1) /2. Notons v(k) la k-ieme coordonnée d’'un vecteur v. Notons également

e1,...,eq la b.on. usuelle de R%. On définit alors
X§ ==, VneN: X7 = X7+ Jpey, 1(p,=1)
X§ =y, VneN: Xo = X3+ Jnev, (Lip, =1, X3 0.)=Xzw.) T L(B.=0, XL U.)£X5U.))

Alors (XZ),>0 est évidemment une version lazy (avec p = 1/2) de la MAS sur Z?. Montrons que (X¥),>0 en

est une aussi. Si
Fn = O'((Uk,Bk,Jk), k=1,...,n— 1),
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alors on a pour tout n € N,

=P(B, = 1| Fn)P(XE(Un) = X3 (Un) | Fn) + P(Bn = 0| Fn)P(XE(Un) # X5(Un) | Fr)

_ %(IP’(X%(Un) = X2(U.) | F) + BXY(U,) # X2(U) | F)

1
5
Par conséquent, pour tout n € N et j € {teq,...,teq},

P(Xo1 = X)L =351 Fn)

= IED(JneUn, =7 |-7:n) P(Bn =1, Xﬁ(Un) = Xz(Un) |]:n) + P(Bn =0, Xg(Uﬂ) 7é Xﬁ(Un) |]:n)>
1 . 1 1
= §P(JneUn = ]) = 5 X ﬁ

Cela donne aussi )
POXUyy — XY =0 F) =1~ YR, — XU =1 F) = 5.
J
Puisque o(X{, ..., XY) C F,, cela montre que (X¥),,>o est bien une version lazy (avec p = 1/2) de la MAS
sur Z4.

Etudions & présent le processus (Dy,)n>0 = (XF — X¥)n>0. Notons d’abord que par construction,

a1 — Xnpr = X — X3+ Jnev, Lixyw,)£x2(U,)
et donc
Dyi1= Dy + Jnev, L(p, (v,.)£0)-

En particulier, pour tout k € {1,...,d}, Dp+1(k) — D,(k) € {—1,0,1}. De plus, pour i € {—1,1}, on a

. . 1
P(Dypi1(k) — Dy (k) = i| Fn) = P(Up = k)P(Jn = )LD, (k)20) = ﬁ]l(Dn(k);éoy

Le processus (Dy,(k))n>0 est alors une version lazy (avec p = 1/d) de la MAS sur Z, arrétée quand elle atteint
0. On sait que la MAS sur Z est récurrente, montrons que sa version lazy l’est aussi. Ceci est en fait vrai en
généralité, car, avec la notation de I’Exercice 3, on a

> Qp=> (pQ+(1—p)ld)"

par une égalité du cours.

On déduit que presque stirement, pour tout k € {1,...,d}, D,(k) atteint O en un temps fini T}, et y reste.
Par conséquent, on a XY = XY pour n > maxy—1,...» Ik, et donc notre couplage est bien un couplage comme
dans la partie 2 de I'exercice.

Par la partie 2 de I’exercice, on en déduit que la version lazy (p = 1/2) de la MAS sur Z? est Liouville. Mais
par la partie 3, cela implique que la MAS sur Z? est également Liouville.



