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Recueil d’exercices 1. Corrigé.

Exercice 1 (Probléeme du collectionneur de coupons).

1. Soit k € {1,...,n}. On observe que X, représente le temps qu’il faut attendre pour tirer un coupon
différent des k — 1 collectés précédemment. Ainsi, X, ; suit une loi géométrique de parametre p, , =
1—(k—1)/n, c’est-a-dire que

Vr € N* P(ka = ’I") = (1 — pnyk)rilpmk.
En particulier, on a alors E[X,, ;] = 1/pn 1 et Var(X, 1) = (1 —pnx)/p; ;- De plus, & n fixé, les variables

aléatoires X, j, sont indépendantes. Sachant que T, = X, 1 + ... + X, p, on en déduit que

n n n 1
:;E[ Zm_z k+1: ZZ ~nlnn,

pour n — 00. De méme, en utilisant en outre I'indépendance des X, 3, on a

n n 2 n
Var (T, Z\/ar ok <Z;:;<n—:’+1> ZHZ;;Q:OHQ
=1 =1

k=1 pn,k

2. Soit € > 0. D’apres la question précédente, il existe un entier ng > 1 tel que pour tout entier n > ng,

ElW] _ 1< S,
nlnn -2
On en déduit que
T, T, E[T, T, E[T,,
-1 >¢ - 7[]_ 717[]7 > -
nlnn nlnn nlnn nlnn nlnn 2

L’inégalité de Chebyshev conduit donc a

IP’( g> <]P’(|Tn—IE[Tn]>;nlnn)<m:0((lnz)2).

On en déduit finalement que
Tn P

—
nlnn n—oo

-1 >

nlnn

1.

Exercice 2 (Polynémes de Bernstein).
1. Soit S, (x) ~ Bin(n,z). Alors P(Sy,(z) = k) = (})a*(1 — 2)"~* pour tout k € N. Ceci donne

B (Sua)/m)] = 3 Pk /B(Sae) = 1) == 3 7(£) (3) a0 -2 = B o).

keN k=0

2. On a pour tout € > 0, z € [0,1] et n € N*,

|Bn(x) — f(x)] = [E[f(Sn(2)/n) — f(2)]]
< E[[f(Sn(z)/n) — f(2)I]
SE[f(Sn(z)/n) = f(@)|1}5, (2)/m—a|<ec] + El[lf(Sn(x)/n) — f(2)|1}5, (2)/n—a|>e]
=Ty 4+ T5.

8

Fixons 6 > 0. Puisque f est continue et [0, 1] est compact, f est uniformément continue. Il existe alors
e > 0 tel que |f(z) — f(y)| < ¢ pour tout |x —y| < €. En particulier, T} < E[§] = §. De plus, f est bornée.
L’inégalité de Chebychev donne alors
T < |[fll<BlLs, (2)/n—si>e]l = [ fllocP(|Sn(z)/n — x] > €)

< [ fllooe™" Var(Sn(x)/n)

= [[floce™ 2(1 — 2)/n < || flloce ™"/ (4n).
Par ce qui précede, on a pour n > (4d¢|| f||oo)~* et tout z € [0, 1],

|Bn(z) — f ()] < 26.

Ceci montre que By, (z) tend uniformément vers f(x) quand n — oo.
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Exercice 3 (Variables aléatoires symétriques et fonctions caractéristiques).
1. On a pour toute variable aléatoire réelle X, ¢_x(t) = px(—t) = ¢x(£)*, ot z* est le conjugué complexe
de z € C. Par conséquent,

XY X = pox()=px()VEER <= px(t) = px()° Wt ER < px(t) eRVEER.

2. La variable Z est symétrique et indépendante de X. Donc le couple (—Z,Y") a méme loi que (Z,Y"). Donc
—ZY et ZY ont méme loi. De plus, on a pour toute fonction f : R — R mesurable,

E[f(X)] = E[f(2Y)] = %(E[f(Y)] +E[f(=Y)D-

Par conséquent, on a px = 1(uy + p_y) et en particulier, px = 3(py +¢_v) = 2(py + ¢}) = Roy.

3. On a §e_|””‘ = %(e‘xlxzo + €e*1,<0). La fonction caractéristique de la loi exponentielle de parametre 1
est t — (1 —4t)~!. Par la derniere partie de I'exercice, on a

1 14t 1

—R - = .
1—it  [1—it]? 142

ex(t)
4. Soit X comme dans la derniere partie. Comme @x est intégrable sur R, on a par la formule d’inversion
de Fourier,

1

1l —

1. 1 [ . 1 1/ 1
S ety dt = [ et _g= [ et gy
2 27r/]Re ex(t) Q/RG ) 2 ¢ T+

Par conséquent, la fonction caractéristique de la loi de Cauchy de paramétre 1 est la fonction t — e~ "l
Si X7, X5 sont de loi de Cauchy de parametre 1, alors

prizx (1) = ox, (1/2)° = 722 = el = oy, (1),

Par conséquent, la loi de % est celle de X;.

5. On a:

(t) —/</6_it’”ye_y22dy )e‘m; dr
PXIX V2T V2T
2 dx

z/goxz(tx)e_%m

:/e—(tQ'H)é dx
V2T

B 1 /e*% dy
V14 t2 V2T
1

V12

(chgt. de var. z — y/v/1+t?)

Puis px, x,+x5x,(t) = ﬁ et la question de la partie 3 montre que X7 X5 + X3X, suit la loi de densité

%e’m sur R.
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Exercice 4 (Loi béta). Puisque SG; et SG2 suivent les lois I'(av1, 1) et I'(a, 1), il suffit de considérer g = 1.
On a alors pour une fonction f mesurable bornée,

E[f(G1/(G1 + G2))]

1 oo o0
- - T xalfl ay—Hf{w+y)dxd
Ty [, S /

-t J, ([ st g g w2
et , (e [t Fubini

= m /Ooo f(ﬁ)z”‘z_l(l +2)T T2z /OOO w2 e gy x—=w/(1+2)
et e

= plnt s [ gttt L

= agtieg J, S0 0 =07

La v.a. G1/(G1 + G2) suit alors la loi de densité sur (0,1),

[ + az) jar—1

FaTag)’ 70"

Dans le cas a; = as = 1 (variables exponentielles), on obtient la loi uniforme sur (0,1). Dans le cas
a; = ay = 1/2 (loi de N2/(N? + N2) pour Ny, Ny des gaussiennes centrées indépendantes), on obtient la loi de
densité 1/(m4/t(1 —t)). Celle-ci s’appelle la loi de ’arc sinus, car sa fonction de répartition est

1 1 2
= —arcsin(2t — 1) + = = = arcsin(y/x).
T 2 0w

v 1
F(nc):/O ﬁdt

Exercice 5.

1. On a pour tout m > n,

E[|Y,, —Ya||=E

i X1~-~Xk1 = i E[X: - X;] = Emj 27" < i 27h=27"

k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Par conséquent, (Y,),>0 est une suite de Cauchy dans L' qui est un espace de Banach, et donc Y,
converge dans L! vers une limite Y.

2. On décompose

n n
Yn:Z)(l.-.Xk:X1 <1+ZX2~-~Xk>.

k=1 k=2

Par le méme argument que dans la derniére partie, la suite Y, = > _, X5 - - X}, converge dans L* vers
une limite Y, si bien que

Y = X1(1 +Y’).

Puisque Y, est égale en loi & Y,,_1, les limites Y’ et Y sont également égales en loi. De plus, puisque Y,/

est indépendante de X pour tout n, la limite Y’ est également indépendante de X; (exo : pourquoi ?).
loi

Il vient que Y = X(1+Y) avec X ~ Unif(0, 1) indépendante de Y.
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3. Par la derniere partie, on a pour tout ¢t € R,

_ [eti(H»Y)]

ztz (14y) dr ® HY(dy)

Il
s S

[0,1] %

/ el </ lmy;w(dy)) dz par Fubini
0

:/ e o(tx) da.

0

4. On a pour t > 0, par un changement de variables = — /¢,

1 t
o) = [ etttz =5 [ epta)da,
0 t Jo
si bien que pour tout ¢t > 0,
t
to(t) :/ e op(x) de
0

(c’est vrai pour t = 0 car 0p(0) = 0). Il vient que la fonction f(t) = tp(t) satisfait & ’équation différentielle

qui admet comme solution générale

F(t) = Cexp (/j eiS/st) .

Puisque 1/t = exp(—Int) = exp(— flt 1/sds), il vient que

o(t) = Cexp (/j(&s _ 1)/sds) .

Avec la condition ¢(0) = 1, cela donne

p(t) = exp (/Ot(e“ —1)/s ds) ,

Puisque ¢(t) = ¢(—t)*, cela donne I'expression suivante pour tout ¢ € R (avec fot = — fto pour t < 0) :

oty = e ([ (= 1)/l s ).

Exercice 6 (Théoréme de Glivenko-Cantelli).
1. On rappelle que
1
F,(z) = ECard{j e{l,...,n}| X, <=z} (1)

En particulier, F},(z) prend ses valeurs dans {0, 1/n,2/n, ..., (n—1)/n,1}. Donc, pour tout k € {0, ...,n},

{Fn(x):i}: U (Nxi<an N X552

JC{1,...n} \jEJ je{1,...n}\.
Cileny \je Je{l,...,n}\J

Comme les X7, ..., X, sont des variables aléatoires, cela assure que F, (x) est aussi une variable aléatoire.

2. Notons G, la fonction de répartition de I',,. Pour tout x € R,

Gn(z) =Ty ((—00,2]) %Z X<z = *C&I‘d{j e{l,....n} | X; <z} = F,(z).



M1 Mathématiques Fondamentales, Probabilités, 2016—2017 Université Paris-Saclay

3. Dans le cas ou F'(z) = = pour tout = € [0, 1], les variables X, suivent la loi uniforme sur 'intervalle [0, 1].
De plus, & = € [0,1] fixé, en utilisant (1) et la loi forte des grands nombres, on obtient

1 n
s Fu(n) =~ > ix, <o) —— E[lix,<n] = F(2).
j=1

En d’autres termes,
Vr €[0,1] p.s. lim F,(z) = F(x). (2)

n—oo

4. 11 s’agit d’échanger le “pour tout = € [0,1]” et le “presque strement” dans (2), ce qui ne peut se faire
directement car z parcourt un ensemble infini non dénombrable. Cependant, on peut déduire de (2) que
I’événement

A= {\m €[0,1NQ lim F(z) = F(x)}

n—00

est de probabilité un, car on se restreint alors a prendre x dans un ensemble dénombrable. Plagons-nous
sur ’événement A et prenons un réel x € [0, 1]. Par densité de Q dans R, il existe une suite croissante
(ap)pen de rationnels et une suite décroissante (b,)pen de rationnels qui convergent toutes deux vers z.
Comme la fonction F,, est croissante, on a Fy,(ap) < F,(x) < F,(by) pour tous entiers n et p. On obtient,
en faisant tendre n vers I'infini,

F(ap) < liminf F,,(x) < limsup F,,(z) < F(bp).

n—00 n—00

La fonction F' étant continue sur R, le membre de gauche et le membre de droite tend tous deux vers
F(x) quand p — co. On en déduit que sur I’événement presque sir A,

Yz € [0,1] lim F,(z) = F(x).

n—oo

5. Sur un événement de probabilité un (I'événement A par exemple), la suite de fonctions (F},),en+ converge
simplement vers F' sur Uintervalle [0, 1]. Comme F est continue et comme toutes les fonctions F;, sont
croissantes, on peut appliquer le théoreme de Dini pour conclure que la convergence est uniforme sur
[0,1]. Elle est en fait uniforme sur R, puisque F,(x) = F(z) pour tout réel x ¢ [0,1] et tout entier n > 1.

6. On a clairement pour tous réels € R et u € [0, 1],
F~lu) <= = u < F(z).
Dongc, si U suit la loi uniforme sur [0, 1], on a pour tout réel x € R,
{F7IU) <2} ={U<F()} et PEU)<z)=PU < F(r)=F(2),

ce qui prouve que F~1(U) est une variable aléatoire de fonction de répartition égale a F.

7. La question précédente assure que si Uy,...,U, désignent des variables aléatoires indépendantes et de
loi uniforme sur [0,1], alors (F~1(U3),..., F~1(U,)) a méme loi que (Xi,...,X,). Donc, en désignant

Loy, gz .
par = I’égalité en loi, on a

1 n
V, = sup |— T1ix <,v — F(x

c 1 1< 5
=sup |— Lip-1wy<er — F(x)| =sup|— > Liy.<peny — F(zx)| =sup |2 (F(z)) — F(x)].
weg n; {F-1(U;)<z} (z) zeﬁ n; {U;<F(2)} () we%\ (F(x)) ()|

Pour conclure, il suffit d’observer que cette derniere quantité est égale a

sup |[F () — ¢ < sup [Ep(E) — 1,
teF(R) te[0,1]

ce qui tend presque stirement vers zéro quand n — oo, d’apres le résultat de la question 6.



