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Feuille de TD n° 2. Corrigé.

Exercice 1. On définit les classes suivantes
C={0,{x =0},{z>0}}, D={0,{|]z| =0}}U{{|z| € B}; B C]0,00] mesurable}.

Alors ces classes sont stables par intersection et on a A = o(C), B = o(D). Par un théoréeme du cours
(conséquence du lemme des classes monotones), les tribus A et B sont alors indépendantes si et seulement
si les quatre équations suivantes sont vérifiées :

P({z = 0} N {|a] = 0}) = P(z = 0)(a] = 0) W)
P({z > 0} N {|z| = 0}) = P(z > 0)P(|z[ = 0) (2)
P({x =0} n{|z| € B}) =P(z = 0)P(Jz| € B) VB C]0, 00| mesurable (3)
P({z > 0} N {|z| € B}) = P(z > 0)P(|z| € B) VB C]0, o[ mesurable. (4)
On a alors
(1) <= P(z=0) =Pz =0)* < P(z =0) € {0,1}
(2) <= 0=P(z>0)P(Jz|=0) <= P(x >0)=00uP(x=0)=0

|z] € B)VB C]0,00[ mesurable <= P(z = 0) =0 ou P(Jz| > 0) = 0.
Les équations (1),(2),(3) sont alors vérifiées ssi P(z = 0) € {0,1}. De plus, on a

(4) <= P(x € B) =P(x > 0)P(|z| € B) VB C]0, co[ mesurable
< P(z € B) =P(z > 0)(P(z € B) + P(—z € B))VB C|0, co[ mesurable
< (1-P(z >0))P(zx € B) =P(z > 0)P(—x € B)VB C]0, co[ mesurable.

En conclusion, on a A L B ssi P(x =0) =1 ou P(x = 0) = 0 et il existe p € [0, 1], tel que

(1 —p)P(z € B) = pP(—x € B)VB C]0, co| mesurable.

Exercice 2.
1. Notons p, = P(X = n). Puisque gx(z) = E[zX] = .77 (pnz" et > p, = 1, la série converge pour tout
|z| <1, et donc le rayon de convergence est d’au moins 1.

2. Puisque le rayon de convergence de la série gx(z) est au moins 1, on a pour tout |z| < 1,

%QX(Z) = Zpkk(k— Deo(k—14+1D2"""=E[X(X -1)--- (X —n+4+1)zX".
k=0

En faisant tendre z 1 1, on obtient alors par convergence monotone,
n
ot I g )
= %E[X(X — 1) (X —n+1)25"

dn
gzn9x )

—E[X(X —1)- (X —n+1)].

3. Loi de Poisson : Soit P ~ Po(\), A > 0. On a alors

(oo}

_aAT" .
gole) = e _ e,
n=0
Par conséquent, on a pour tout n € N*,
E[P(P-1)---(P—n+1)] = —gp(2) = \"

2" z=1
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En particulier, E[P] = \, E[P?] = E[P(P — 1)] + E[P] = A2 + A, et donc Var(P) = E[P?] - E[P]? = \.
Loi binomiale : Soit B ~ Bin(n,p), p € [0,1]. Puisque B peut s’écrire comme la somme de n v.a. Ber(p)
indépendantes, on a

98(2) = gBer(p)(2)" = ((1 = p) + p2)".

Par conséquent, on a pour tout k € N*,

k

]E[B(B—l)~-~(B—k—|—1)]:%93(2) Z:1:pkn(n—1)-~-(n—k+1).

En particulier, E[B] = np, et donc

Var(B) = E[B(B — 1)] + E[B] — E[B]* = p’n(n — 1) + np — (np)> = np(1 — p).

Loi géométrique : Soit G ~ Geo(p), p € (0,1]. On a alors

oo o] p P
_ Dz 5 (L=p)z = 1)+ &
_ 1_ n—1 n _ 1_ n,n _ = p P
90(2) n;( P pz pz;( L e 1—(1—p)=
1

1—p.1—(1—p)z
Par conséquent, on a pour tout n € N*,

_1_p

En particulier, E[G] = 1/p, et donc

Var(G) = E[G(G — )] + E[G] - E[G]* = 2(1 - p)/p* + 1/p = 1/p* = (1 - p)/p*.
Exercice 3. On a par indépendance, pour A € R?,

Efei> =N Xn] = E[Z ei)\(X1+~~+Xn)]lN:n} - ZE[eiA(X1+~~+Xn)]P(N =n)
n=0

n=0
=D ex(N)"P(N =n) = Elpx(M)N] = gn(ex (V)
n=0

et donc PN x, T YN OPX-
Exercice 4. Si N ~ Geo(p) et X1 ~ Exp(5), p € (0,1], 8 > 0, alors

B

Pp—ix pp pB
gn(px(A)) = = , = —.
) s e A
et donc 25:1 X, suit une loi exponentielle de parametre pS.
De méme, si N ~ Geo(p) et X1 ~ Geo(q), p,q € (0, 1], alors
e iA i
Pi-(i=g)em pge’ pge’

gnlpx(A)) = i = i ix in’
(px(Y) 1—(1—@% 1—(1—q)e*—(1—-p)ge* 1—(1-pg)e

et donc 25:1 X, suit une loi géométrique de parametre pq.

Les deux résultats se ressemblent parce que les lois géométriques et exponentielles possedent tous les deux la
propriété de perte de mémoire, i.e., si G ~ Geo(p), alors conditionnellement & G > k, on a encore G—k ~ Geo(p).
De méme, si X ~ Exp(f), alors conditionnellement & X > x, on a encore X —x ~ Exp(3). C’est cette propriété
qui se cache derriere ces résultats. D’ailleurs, de la méme fagon qu’une suite de variables géométrique peut
étre construite a partir d’'une suite de v.a. Bernoulli indépendantes, une suite de v.a. exponentielles peut étre
construite a partir un analogue continu de la suite de v.a. Bernoulli : le processus de Poisson homogéne sur R, .
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Exercice 5 (Loi multinomiale).

1. Notons X7 = (L(yiz1),-- > 1(yizp)), si bien que X = >, X7. Pour t'=(ty,...,t;) € R* on a alors,

n

oz (@) =E[J ]

i=1
n R
= HE[e”'XJ] par indépendance

E[ei(tl1(y1:1)+"‘+tk‘1(y1:k>)])’n

= (
= (

pret 4ok )"

2. D’apres lexercice 3, la fonction caractéristique du vecteur S est égale a la composition de la fonction
génératrice de la loi de Poisson, gy (z) = e == avec la fonction caractéristique du vecteur (Lyrizi),-- s 1(y1:k))
calculée ci-dessus (poser n = 1). Ceci donne

k
it it it
905({) — Mpre i tpreth—1) I |e/\pz(e 171)7
=1

car Zle pr = 1. Il vient que le vecteur aléatoire suit la loi Po(Ap1) ® - -+ ® Po(Apy), i.e. ses composantes
sont indépendantes de lois de Poisson de parametres respectifs p1 A, ..., peA.
Exercice 6.

1. Cov(X,Y) est de dimension n x m.

2. On a Cov(Y, X) =E[(Y —E[Y])(X —E[X)T] = E[(X — E[X])(Y —E[Y])T]T = Cov(X,Y)T.

3. On a

Cov(AX,Y) = E[(AX —E[AX])(Y — E[Y])T] = E[A(X — E[X])(Y — E[Y])T] = ACov(X,Y).

Par conséquent, d’apres la partie 2, Cov(X, BY) = Cov(BY, X)T = (BCov(Y, X))T = Cov(X,Y)BT.
Ces deux formules donnent alors, ¥ 4x = Cov(AX, AX) = ACov(X, X)AT = AXx AT.

4. On a d’apres la partie 2, X% = Cov(X, X)T = Cov(X, X) = Xx, donc Lx est symétrique. De plus, on a
pour tout v € R, d’apres la partie 3, en remarquant que v X est une v.a. réelle,

IS xv =3,rx = Var(vT X) >0,

si bien que X x est positive.

La symétrie de ¥ x implique qu’elle est diagonalisable sur R et que ses espaces propres sont orthogonaux,
en particulier, il existe une base orthonormale de vecteurs propres de ¥ x. La positivité implique en plus
que les valeurs propres sont positives.

5. On a d’apres la partie 3, Var(v? X) = vT ¥ xv. Par conséquent,
v X est dégénérée <= Var(v?'X) =0 <= vT¥xv =0 < v € ker(Zx).

Ici, la derniere égalité peut-étre démontrée par exemple en décomposant v selon une b.o.n. de vecteurs
propres de X x : Sieq,...,e, est une telle b.o.n., de valeurs propres A1,..., A, > 0,et v =aie;+---+anen,
alors vT S xv = Dy a?\;, et donc vI' Y xv = 0 si et seulement si a; = 0 pour tout i tel que \; = 0, ce qui
signifie que v € ker X x.
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Exercice 7 (Vecteur gaussien standard).

1. Ona || X||3 = X?+---+ X2. Les variables X? sont iid de lois I'(1/2,1/2), si bien que || X||3 ~ T'(n/2,1/2).
On a alors pour toute fonction f : R — R mesurable bornée,

E[f(IX]l2)] = m / FE)a e d
1 o0 gy
:W"T(n/?)/o Fy e v P2y dy

- / T e ay,
2n/2-1T(n/2) J,

Par conséquent, || X2 soit la loi de densité mynqe—yﬂ/z sur R

2. Soit O € O(n). Alors OX est encore un vecteur gaussien. Notons que E[X] = 0 et ¥x = I, la matrice
d’identité. On a E[OX] = OE[X] = 0 et Sox = OIOT = 00T = I. Puisque la loi d’un vecteur gaussien
est déterminée par son espérance et sa matrice de covariance, OX est alors un vecteur gaussien standard
n-dimensionnel.

3. Soit O € O(n). On sait depuis le dernier exercice que OX 2 X Ona alors,
loi
O(X/1X]l2) = (0X)/[X]l2 = (0X)/|OX|[2 = X/[| X2
4. Soit f: R — R mesurable bornée, B C S"~! mesurable et O € O(n). On a alors

(O™ B) = E[f (|| X|[2)10-15(X/[ Xl2)] = E[f(||OX[|2)15(0X/|OX]|2)]
=E[f([Xl2)1p(X/ | X|2)] = ns(B),

par la partie 2 de I’exercice.

5. Soit f : R — R mesurable bornée. On vient de montrer que 5 est invariante par action de tout O € O(n).
Par conséquent, il existe une constante cy telle que us = cpo™ 1. On a

cp = cpo" TN ST = g (ST = E[F (11X |2))-
Par conséquent, on a

E[f(1Xl2)15(X/IX]l2)] = 1y (B) = E[f(1X[|2)]l0" 1 (B) = E[f (| X [l2)]E[L5 (X/[ X]2)]-

En prenant f = 1,4 pour tout ensemble A C R mesurable, on voit alors que || X||2 et X/||X||2 sont
indépendantes.

Exercice 8 (Méthode Box—Muller). On sait d’apreés le dernier exercice qu'un vecteur gaussien standard
2-dimensionnel s’ecrit comme le produit RV, ou R et V sont des v.a. indépendantes, R est a valeurs dans
(0,00), R? ~ T'(1,1/2) = Exp(1/2) et V est uniformément distribué sur le cercle S*. Pour construire R, on
remarque que si F(x) = e~ ® désigne la queue de la loi Exp(1) et W une v.a. uniforme sur lintervalle (0, 1),
alors F~Y(W) = —logW ~ Exp(1). Par conséquent, 2(—logW) ~ Exp(1/2) et donc R est égale en loi a
v 2(—log W). En ce qui concerne le vecteur aléatoire V, si U ~ Unif(0, 1), alors 2nrU ~ Unif(0, 27), et donc V/
est égal en loi & (cos(27U), sin(270)).
Résumant le dernier paragraphe : si on pose

(X,Y) = /2(—log W)(cos(2nU), sin(27U)),

alors (X,Y) est un vecteur gaussien standard 2-dimensionnel.

Cette méthode est nettement meilleure que la méthode par inversion de la fonction de répartition, car la
fonction de répartition ne possede par de formule analytique. Elle devrait alors étre calculée par des méthodes
de quadrature de l'intégrale fxoo e=v’/2 dy, ce qui est plus couteux que les opérations ci-dessus.
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Exercice 9 (Extrait du partiel 2013).
1. On a

W=2+(2 -1) ();)

et donc W est une transformation affine du vecteur gaussien (X,Y)7 et donc une variable gaussienne. On
aEW]=2+2+0=4c¢t

Var(W)= (2 -1)% ( 21> =2,

donc W ~ N (4,2).

2. (Z,T)T est un vecteur gaussien de moyenne nulle et matrice de covariance Id. Par conséquent,

(+47)= () (3 (7)

est également un vecteur gaussien, d’espérance (1,0)7 et de matrice de covariance

GG )=

Ceci montre que (1+ Z,Z +T)T et (X,Y)T ont méme loi.

3. D’apres la derniere partie, on a
(X —1)24+ (Y - X+1)22 224 T2~ T(1,1/2),

puisque Z2 et T2 sont iid de loi I'(1/2,1/2). De plus, S suit la loi I'(1,1/2) et est indépendante de (X,Y)T
par hypothese. Par conséquent,

(X -1+ -X+1)?+85~01(2,1/2).



