M1 Mathématiques Fondamentales, Probabilités, 2016—2017 Université Paris-Saclay

Feuille de TD n° 3
Tribu terminale, convergence presque siire, lemme de Borel-Cantelli
pour la semaine du 8 au 7 octobre

Exercice 1 (Tribu terminale). Soit Q = RY muni de la tribu cylindrique .A. On définit la suite de v.a.
(Xn)n>o0 par X, (w) = wy,. On rappelle la définition de la tribu terminale

T =) o(Xn, Xns1,..).

n=0
On pourra vérifier (optionnel) que (X, Xpy1,...) =R"x A, avec R" x A:={ACQ: A=R"x A", A € A}.
Lesquels des événements suivants font partie de 7 7
A = {limsup,,,_, . Xm < o0}
A = {lim X,,, = 0}
Ay = {X,n £0 Vm € N}
Ay = {Xpn = Xpnia ¥m € N}
As = {limsup,,, _, o Y pg Xi < 00}
Ag = {limy, 00 Y peg X = 0}

IR

Exercice 2. Soit 2 un ensemble.

1. Etant fixés B,C C Q, on pose As, = B et As,11 = C pour tout n € N. Déterminer limsup A,, et
liminf A,,.

2. Soit (Ay)n>1 une suite de parties de ensemble Q. Montrer que (liminf A,,)° = lim sup A¢,.

3. Soit (A,)n>1 une suite de parties de 'ensemble Q. Montrer que Liminf 4, = Iminf 14, et Limsupa, =
limsup 14, . En déduire une inégalité entre P(liminf A,,) et lim inf P(A,,), ainsi qu’entre P(limsup A4,,) et
limsup P(A,,).

Exercice 3. Soit (A, )nen+ une suite d’événements indépendants. On note p,, = P(A,,) ainsi que X,, = 14,

pour tout entier n. Donner une CNS sur la suite (py)nen+ pour que X, £, 0, puis étudier la convergence
n— oo

presque sire (vers 0).

Exercice 4. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. réelles positives (pas nécéssairement indépendantes), montrer que

Sn = X1+ -+ X, converge en probabilité si et seulement si S,, converge p.s.

Exercice 5. Soient X7, Xo,... des v.a. iid de moyenne p et variance finies. A ’aide de la loi forte des grands
nombres, montrer que

—1

n ~

<2> E X X; — u2, presque strement.
1<i<j<n

Exercice 6. Soit (T%)r>2 une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace de
probabilité (2, F,P). On suppose que pour tout k > 2, T}, suit la loi exponentielle de parametre In(k).
1. Calculer P(T} > 1), ainsi que P(T}, > 1 + ¢) pour tout € > 0.

2. En déduire, a I'aide du lemme de Borel-Cantelli, que

p-s. limsup Ty = 1.

k—oco



M1 Mathématiques Fondamentales, Probabilités, 2016—2017 Université Paris-Saclay

Exercice 7. Soient X, X7, Xo,... des v.a. iid & valeurs dans R .

1. En utilisant la formule E[X fo (X > x) dz, montrer que pour tout a > 0,

E[X] <00 <= Z]P(X > an) < 0.
n>0

2. Montrer que presque slirement,

1 E[X
limsup — X, = 0, siE[X] <oo
n—00 oo si E[X] o0,
Exercice 8 (Loi du logarithme itéré.). Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi normale
N(0,1) sur un espace de probabilité (Q2, F,P). On définit S,, = X; + ...+ X,,. On pose h(x) = (22 loglogz)'/?

pour x > e. Le but de cet exercice est de montrer

limsup — =1, .S..
On admet les estimées suivantes :
1
P(X, > x) ~ e ™2 100 (1)
2mx
Vnlem>0:]P’(k ?’11&}( }Sk>x)§2P(Sn>x). (2)
e{1,...,n
1. Soit K > 1. Majorer la quantité P [ max Sy > Kh(K™ ') ) et montrer que limsup —— Sn < K presque
1<k<Knm =~ n—oo h(n)

surement.

2. En déduire que limsup —— < 1 presque surement.

3.Onfixe M e N M>2r< \/%. On définit pour tout k € N* I’événement Ay, par

Ay = {|Syr — Spe—1| > rh(MP®)} N {sgn(Syx — Sarr—1) = sgn(Syrn-1)}.

Montrer que les événements (Ag)ren+ sont indépendants et que P(lim sup Ag) = 1.
4. En déduire que

18a]
lim su > 1, .S..

5. A Taide de la loi du 0-1 de Kolmogorov, déduire de la derniere partie que

limsup—— > 1, p.s..

6. Conclure.

7. optionnel : Montrer 'estimée (1).



