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Feuille de TD n° 5. Corrigé.

Propriétés générales

Exercice 1. On remarque d’abord que E[X|F] satisfait I’égalité parce que 1o est F-mesurable pour tout
C € C. Supposons maintenant que Y est une v.a. intégrable et F-mesurable telle que E[X1] = E[Y1¢] pour
tout C € C. 1l suffit de montrer que cela implique E[X1 4] = E[Y14] pour tout A € F, ce qui impliquerait que
Y = E[X|F]. Pour cela, on pose

D={AcF :E[X14]=E[Y14]}.
On a alors D D C. On montre que D est une classe monotone :

1. Par hypothese, Q2 € C C D.
2. Soient A,B € D, A C B. On a alors

EX1p\a] =E[X14] - E[X1p] =E[Y14] - E[Y1p] =E[Y1p\ 4],

donc B\A € D.

3. Soient Ay, As,... € D, avec A,, C A,41 pour tout n € N. On note que |X14,| < |X| € Ll et |Y14,| <
|Y'| € L' pour tout n. On a alors par convergence dominée,

E[XTy a,]=E[lim X1,4,]= lim E[X14,]= lim E[Y1,,]=E[lim Y14, |=E[Y1y a,l]

n—oo n—oo n—oo n— oo

Donc |J,, A, € D.

On conclut que D est une classe monotone. Puisque C est stable par intersection finie (par hypothese), le lemme
des classes monotones donne alors D D o(C) = F. Ceci montre que E[X1 4] = E[Y14] pour tout A € F. CQFD.

Exercice 2. On sait que la fonction g(z) = E[f(z,Y)] = [ f(z,y) py (dy) est mesurable, donc g(X) est une v.a.
o(X)-mesurable. Il suffit alors de vérifier que g(X) satisfait & la propriété caractéristique. Soit W une v.a. bornée
o(X)-mesurable. Par le lemme crucial il existe alors une fonction bornée mesurable h telle que W = h(X). On
a alors

E[h(X)g(X)] = x)g(x) px (dx)

/n
L/M@[/f@whwﬁwﬂuxwﬂ
/

E[h

)(pux @ py)(dx, dy) (par Fubini)

X)X, Y)).

Ceci montre que g(X) satisfait & la propriété caractéristique et donc g(X) = E[f(X,Y) | X] p.s
Exercice 3. On définit la classe
C = {B] NBy:B; € Bi, 1= 1,2}

La classe C est alors stable par intersection finie et engendre la tribu B; V Bs. De plus, pour tout C = BiNBs € C,
B;eB;, i=1,2,0ona

E[Y1lc] =E[Y1p,15,]
=E[Y1g,|E[15,] par indépendance de o(Y) V B; et Bo
= E[E[Y|Bi]1,]E[15,]
=E[E[Y|Bi1]1lp,15,] par indépendance de o(Y) V By et By
— B[E[Y|By]1c).

L’exercice 1 montre alors que E[Y'|B1] = E[Y|B; V Bs].
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Exercice 4.

1. Si G = {0,9Q}, cela signifie que E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[¢(Y)] pour toutes fonctions f, g positives mesu-
rables, donc que X et Y sont indépendantes. Si G = F, I’égalité est toujours vérifiée, car

E[f(X)g(V)|F] = fF(X)E[g(Y)|F] = E[f (X)|FIE[g(Y)|F],

puisque f(X) et g(Y) sont F-mesurables.
2. SiE[f(X)g(Y)|G] = E[f(X)|G]E[g(Y)|G], alors on a pour toute v.a. Z > 0, G-mesurable,

E[f(X)g(Y)Z] = E[E[f(X)g(Y)|G]Z] = E[E[f(X)|G]E[g(Y)|G]Z] = E[f(X)E[g(Y)|G] Z],
ou dans la premiere égalité on a appliqué la propriété caractéristique a E[f(X)g(Y)|G], et dans la derniere

égalité a E[f(X)|G].

Inversement, pour toute v.a. Z > 0, G-mesurable, si on a E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)E[g(Y)|G]Z] alors on a
E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)E[g(Y)|F] 2] = E[E[f(X)|G]E[g(Y)|F]Z].

Ceci montre que la v.a. G-mesurable E[f(X)|G]E[g(Y")|G] satisfait la propriété caractéristique pour f(X)g(Y")

et G. Ceci implique que E[f(X)g(Y)|G] = E[f(X)|G]E[g(Y)|F].

Supposons maintenant que E[g(Y)|o(G,0(X))] = E[g(Y)|G]. On a alors pour toute v.a. Z > 0, G-

mesurable, E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)ZE[g(Y)|c(G,c(X))]] = E[f(X)ZE[g(Y)|G]], ce qui donne la deuxiéme

égalité. Inversement, supposons que pour toutes fonctions f,g > 0 mesurables et pour toute v.a. Z > 0,

G-mesurable, on ait E[f(X)g(Y)Z] = E[f(X)ZE[g(Y)|G]]. Par le “lemme crucial”, chaque v.a. W > 0,

o(X)-mesurable, s’écrit que f(X) pour une fonction f > 0 mesurable. En prenant W = 15 pour B € o(X)
et Z =1¢ pour C € G, on a alors avec A = BNC, E[g(Y)1 4] = E[E[g(Y)|G]1 4]. La classe d’ensemble

C={BNnC:Beog(X), CegG}

contient ) et est stable par intersection finie. De plus, C contient o(X) et G et donc engendre F. Par
Iexercice 1, on a alors E[g(Y)1 4] = E[E[¢g(Y)|G]1 4] pour tout A € F. De plus, E[g(Y)|G] est o(G, 0(X))-
mesurable. On a vu dans le cours que ceci implique que E[g(Y)|o(G,0(X))] = E[g(Y)|F].

Exercice 5 (Théoréme de la variance totale).

1. Puisque X € L?, on a E[X|F] = [I#(X) € L? également. Par 'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a alors
E[X|F]Y € L'. Puisque E[X|F] est F-mesurable, il vient

E[E[X|F]Y | F] = E[X|F]E[Y]|F].
Par conséquent,

E[E[X|F]Y |G] = E[E[E[X|F)Y | F]|G] = E[E[X|F]E[Y|F]|4].

2. On a
E[(X - E[X|F])(E[X|F] - E[X|])) |G]
= E[XE[X|F] - E[X|F]* - XE[X|G] + E[X|F]E[X|]] | G]
— E[E[X|F]? - E[X|F]2 — E[X|0)* + E[X|g]? | 0] (partie 1)
=0 ps
3. On a

X - E[X|F])? - 2(X — E[X|F))(E[X|F] - E[X|G]) + (E[X|F] — E[X|G])*|]]
E[(X — E[X|F))*| F]| 6] + E[(E[X|F] — E[E[X|F]|G))? | G] (partie 2)
Var(X|F)|G] + Var(E[X|F] | G).
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CQFD.

On remarque que E[X|F] est la projection dans L?(Q,P) de X sur le sous-espace des v.a. F-mesurables,
si bien que X — E[X|F] est orthogonale & ce sous-espace et en particulier, X — E[X|F] et E[X|F] — E[X]
sont orthogonales. Par conséquent,

Var(X) = || X — E[X]||3
= ||X — E[X|F] + E[X|F] - E[X]|3
= | X — E[X|F3 + IE[X|F] - E[X]|
= E[Var(X|F)] 4+ Var(E[X|F])).

Ceci est la loi de la variance totale pour G = {0, Q}

Exercice 6. Soit X > 0 v.a. et F une tribu. On a pour tout ¢ > 0,

7
t

P(X > t|F) = E[lxs | F] g]E[ f],

ou la derniere inégalité provient de la positivité de I'intégrale conditionnelle. Par linéarité de I’espérance condi-

tionnelle, ceci donne 'inégalité de Markov conditionnelle :

E[X|7]
P

P(X >t|F) <

En appliquant cette inégalité, on obtient,

E[(X — E[X|F)*| 7]

B(IX — EIX|F)| > 1] F) = P(X — E[X|F])* = %) < a

ce qui donne lieu a 'inégalité de Chebychev conditionnelle :

Var(X|F)

P(X —E[X|F) > ¢ F) < 5L,

Exemples

Exercice 7. X? est o(X)-mesurable, donc E[X?|X] = X?. Pour calculer E[X|X?], soit W une v.a. bornée
o(X?)-mesurable. Par le “lemme crucial”, il existe alors une fonction f mesurable bornée telle que W = f(X?).
On a alors par I’hypothese de symétrie,

E[X f(X?)] = E[(-X)f((-X)*)] = —E[X f(X?)],

si bien que E[X f(X?)] = 0. La variable aléatoire constante égale & 0 vérifie alors

— 0 est o(X?)-mesurable.

— E[0W] = 0 = E[XW] pour toute v.a. bornée W, o(X?)-mesurable, i.e. 0 vérifie la propriété caractéristique.
Ceci montre que E[X|X?] = 0.

Exercice 8.

1. Par définition de I'espérance conditionnelle, on a pour tout i et toute fonction bornée mesurable f,
— E[X;|S,] est o(Sy,)-mesurable,
Posons F(z1,...,z,) = z1f(x1 + -+ + x,). On a alors pour tout i,

E[X1f(Sn)] =E[F (X1, ..., X0)] = E[F(X;, X, ..., Xic1, X1, Xig1, .., Xo)] = E[XG f(S0)]-

Ici, la deuxieéme égalité provient du fait que les vecteurs (X7,..., X, ) et (X;, Xo, ..., Xi—1, X1, Xiv1, .-, Xn)
ont méme loi (la loi pu$™, qui est invariante par permutation des coordonnées). Ceci montre que E[X;]S,,]
vérifie également la propriété caractéristique pour X1, donc E[X;|S,] = E[X;]S,].
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2. On a d’apres la premiere partie,
nE[X1[Sn] = > E[X;|Sn] = E[Sy|Sn] = S,

=1

et donc

Sn

—

3. Soit G = o(Xpt1, Xnt2,...) On a alors (S, Spi1,...) = 0(Sn) V G. De plus, les tribus o(X1,Sy) et G
= E[X1|O'(Sn) V g} = E[Xl\Sn, Sn+17 .. }

]E[X1|Sn] =

sont indépendantes. L’exercice 3 montre alors que E[X7]S,]
Exercice 9.
1. La fonction z — |z|P, est convexe pour p > 1. Par I'inégalité de Jensen conditionnelle, on a alors
E[IX + Y|’ = E[E[X + Y| | X]] > E[EX + Y| X]Y] = E[ X +E[Y|X]/"]
En prenant les racines p-ieémes, on obtient 'inégalité souhaitée.
2. Si X et Y sont indépendantes, on a E[Y|X] = E[Y]. L’inégalité découle alors de la précédente.

Exercice 10. Le fait que 4. implique 3. et que 3. implique 1. et 2. est évident. Montrons que 1. implique 3.
Soient X, Y des v.a. intégrables telles que 1. est vérifiée. Alors on a

E[X] = E[E[X|Y]] < E[Y] = E[E[Y|X]] < E[X],
donc E[X] = E[Y]. Par conséquent, on a d’apres 1.,
E[X]=E[Y]=E[Y - E[X|Y] + E[X|Y]] = E[(Y - E[X|Y])"] + E[X],

et donc E[(Y —E[X|Y])T] =0, ce qui donne Y < E[X|Y] p.s., et donc d’apres 1., Y = E[X|Y] p.s. De la méme
fagon, on montre que X = E[Y|X] p.s. Ceci montre que 1. implique bien 3.

Pour montrer que 2. implique 3., on peut faire une preuve analogue ou alors utiliser 1. pour les v.a. X=-X
et Y = —Y (on note que 0(X) = o(X) car X = —X et X = —X et de méme o(Y) = o(Y)).

11 suffit alors de montrer que 3. implique 4. On traite d’abord le cas ot X,Y € L2. En supposant que 3. est
vérifiée, on a alors

E(X -Y)) ] =E[X*+Y? - XY — XY]
[X?4+Y? - XE[Y|X] - YE[X|Y]]

E
E[X?+Y? - X? -Y?
0.

Par conséquent, E[(X —Y)?] =0 et donc X =Y p.s.

Remarque : Une explication géométrique de cette preuve est la suivante : En supposant 3., on a E[ X —-Y|X] =
EX —Y|Y] =0, et donc X —Y € X+ NY~L. Par conséquent, X — Y est orthogonal au sous-espace de L>
engendré par X etY, en particulier X —Y € (X —Y)L. Par conséquent, E[(X —Y)?]=||X - Y3 =0.

Supposons maintenant que X,Y € L', X > 0, Y > 0, et que 3. est vérifiée. Alors vV X,vY € L?. De plus,
o(vVX)=0(X) et o(VY) =0o(Y), puisque X = (vVX)? et Y = (vY)?2. Puisque la fonction x — / est concave
sur Ry (i.e. z = —y/x est convexe), I'inégalité de Jensen conditionnelle donne

EVX|VY] =EVX|Y] < VE[X|Y] < VY.

Pareil, E[\/?|\/Y] < VY. Par léquivalence entre 1. et 4. pour des v.a. L2, cela donne vX = VY p.s., et donc
X =Y ps.

Supposons maintenant que X,Y € L', pas nécessairement positives, et telles que 3. est vérifiée. Puisque la
fonction z — x+ = max(z,0) est convexe, I'inégalité de Jensen conditionnelle donne E[X+|Y] > E[X Y] =Y T,
et pareil, E[Y *|X] > X*+. Puisque (X ") C o(X) et (Y ) C 0(Y), celadonne E[XT|Y ] = E[E[XT|Y]|]Y ] >
E[YT|Yt] = YT, et pareil, E[Y 7| XT] > XT. En utilisant I’équivalence entre 2. et 4. pour des v.a. positives,
on obtient alors X+ = Y+ p.s. En faisant le méme raisonnement avec X = —X et Y = —Y, obtient X~ =Y~
p-s. Ceci donne finalement X =Y p.s.
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Exercice 11. Calcul direct : On sait que X; + X5 suit la loi de Poisson de parametre A\ + Ao. Sin € N,
k €{0,...,n}, on a alors

P(Xl = k}, Xl +X2 = n) P(Xl = k, X2 =n — k’) P(Xl = ki)P(XQ =n — k‘)
P(X, = k| X+ Xo=n) = - _
(X1 = k[ X1+ Xo =n) P(X: + X2 = n) P(X, + Xs = n) P(X, + X2 = n)

g AE oy, ATk _
_eAllTl!e)\zm_n A k Ao n—k
Ce—ua) Qatam AR S AN ) \ M+ A '
Il en suit que la loi de X; conditionnellement a X; + X5 est la loi binomiale de parametres n = X; + X5 et

p=A/(M+ A2).
Approche alternative : Soient Y, Y2 ... des v.a. iid de loi P(Y! = i) = p; = \;/(A1 + A2), i = 1,2. Soit P

yees

P

€= (61,6) = Z(l(w:n, Liyizg))-

j=1

Par l'exercice 5 de la feuille TD n°2, (£1,£2) o (X1, X5). I suffit alors de montrer que conditionellement &

&1+ &2, & suit la loi binomiale de parametres n = &1 + & et p = A1 /(A1 + A2). Or, & + &3 = P et par définition,
conditionnellement a P, £ suit la loi multinomiale de parametres P et pi, p2. En particulier, conditionnellement
a & + &9, & suit la loi binomiale de parametres n = X7 + X5 et p;.

Exercice 12. On rappelle que la loi de S est la loi de densité p; * po par rapport & la mesure de Lebesgue sur
R. Soient f,h: R — R mesurables positives. On va montrer qu’on peut écrire

Bl 0nS)] = [ ([ s (e de) (e pu)(o)n(s) ds

- K/ o(S,2) f(z) dx) h(S)} ;

pour une certaine fonction (s, z). Il en découlera que la loi de X conditionnellement & S est la loi de densité
(S, x) par rapport & la mesure de Lebesgue sur R.
On écrit

B COMS) = | ( [n@m@rehe+y) dy) dr.

En changeant de variables y — s — x dans l'intégrale intérieure, il vient
B0 = [ ([ m@as - ) @h(s) ds) do
= / (/ p1(x)p2(s — x) f(x) dm) h(s)ds (par Fubini-Tonelli)

Notons que si 0 = py * pa(s) = [ p1(x)p2(s — x) dz, alors p;(z)p2(s — ) = 0 pour Lebesgue-presque tout z, par
positivité de p, et donc [ p1(x)p2(s — z) f(x) dz = 0. Par conséquent, en posant

()p2(s—z)
o(s,x) = S SLP1Epa(s) >0,
0 sinon,

alors on a E[f(X)h(S)] = / (/ o(s,x) f(x) d:n) (p1* p2)(s)h(s) ds.

Donc la loi de X conditionnellement & S est la loi de densité ¢(S,z) par rapport & la mesure de Lebesgue sur
R.
Dans le cas ot X ~T'(aq, ), Y ~ T'(ag, 8) avec ay,az, 5 > 0, on a

@(Sa I) = Cszalil(s - x)a2711116[0,s]7

pour une constante ¢, dépendant de s. Puisque [¢(s,x)dz =1, on a ¢, = ([ 2* (s — 2)*~1) 7L Si Z; est
une v.a. de densité (s, ) par rapport a Lebesgue sur R, alors s71Z, est de densité

sp(s, sx) = sMr T2l gor=l(] ﬁc)az_l]lze[o,l]'

On reconnait cette loi comme la loi Béta B(aq, ag) (cf la feuille “Recueil d’exercices”).
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Exercice 13.

1. Par ’Exercice 1, on a pour toute fonction bornée mesurable f,
Ef(X +Y)|X] =E[f(z +Y)]=x,

et donc X +Y suit la loi N(X,0%) conditionnellement & X.
2. Premiere solution : On cherche a,b € R tels que aX + bY L X + Y. Puisque (X,Y)? est un vecteur

gaussien, (X +Y,aX +bY)T = ((11 L

b) (X,Y)T en est un également. On a alors
X+Y LaX +bY <= 0=Cov(X +Y,aX +bY) = ack + bo?
Posons alors a = 0%, b= —0%. On a alors, X = (b(X +Y) — (aX +bY))/(b—a) =U + V, avec

U=:2(X+Y), V=—(b—a) (aX+0bY), ULV

et donc
2 2 4
o o
2 _ X 2 2\ _ X
oy = 2 2 (UX + UY) ) 2
ox + oy ox toy
1 0%c?
012/ = 2 23\2 (Uglfo'g( + 0'.%(02 ) = 2X Y2
(0% +oy) ox toy

Notons que U est o(X + Y')-mesurable. Comme dans la premieére partie de 'exercice, la loi de X condi-
tionnellement & X + Y est alors la loi

> ok okoy
NWU,oy) =N | 5= X+Y), 5 —5].
ox toy ox toy

Deuxieme solution :
On calcule d’abord E[X|X 4 Y. On sait d’aprés le cours qu'’il existe a, 8 € R, telles que E[X|X 4+ Y] =
a+ B(X +Y). En prenant des espérances, on obtient alors 0 = a. De plus, on a

EEX|X +Y)(X +Y)] =E[X(X +Y)] = E[X?]| + E[XY] = 0%,
et
E[E[X]X +Y](X +Y)] = E[B(X +Y)(X +Y)] = BE[(X +Y)*] = B0k +07),

si bien que B = 0% /(0% + 02 ). Par conséquent,

o2

ox + 0oy

Maintenant on note que X — E[X|X + Y] est une variable gaussienne indépendante de X + Y, car (X —
E[X|X+Y], X +Y) est un vecteur gaussien (car image d’un vecteur gaussien par une application linéaire)
et X — E[X|X + Y] est orthogonale & X + Y dans L2, donc Cov(X —E[X|X + Y], X +Y) = 0. 1 suffit
alors de déterminer la variance de X — E[X|X + Y. Or,

(6% +02)X — 0% (X +Y)
0_%( + 0'%
_ Var(oy X —0%Y)
- (ki +o})?
. aéa% + 031(0)2/
(0% +0%)?
oxoy
O'g( + O'%/ )

Var (X —E[X|X +Y]) = Var (

2 2
Donc, X est la somme de 5(X +Y) et d’une gaussienne indépendante, centrée, de variance UUQX :{;/2 . Comme
X Y

dans la premiere partie de ’exercice, la loi de X conditionnellement a X + Y est alors la loi gaussienne

o2 o202
N<2X2(X+Y)> 2XY2)'
ox toy ox toy



M1 Mathématiques Fondamentales, Probabilités, 2016—2017 Université Paris-Saclay

Exercice 14 (Processus de Poisson homogéne sur R, ).

1. Pour tout n € N, t > 0,

1 [~ 1 [
- e T dx = eft—'/ (x +t)"e Tdx x—x+t
n! J,
E k:' "*ktke*“" dx formule du binéme de Newton
(n—
n k o0
t 1
_ - n—k _—x
=e Zk!(n—k)!/o " e dx
k=0
i
=e E ] par la définition de la fonction I'.

2. On a pour tout n € N, II([0,%)) < n si et seulement si X, y; > ¢. Or, X,,1; ~ I'(n 4+ 1, ), donc
AXpt1 ~T'(n+1,1). Cela donne,

P(II([0,)) < n) = P(Xpy1 > t) = PAX,41 > At)

1 (e e)

= — z"e " dx car '(n+1) =n!
n' At
"L (At)k
=M Z par la premiere partie de I’exercice.
k=0

Ceci montre que II([0,¢)) suit bien la loi de Poisson de parameétre At.

3. Soit n € N. On a égalité des événements
{I1([0,t)) =n} ={X, < t, Xpy1 >t} ={X, <t, Vo1 >t — X, }.
Il en suit pour tout y > 0,

]P)(Xit) g H([O7t)) = ) E[1 X(1)> ]-H( 0 t))—’n]

(1
Elly, >t x,+ylx,<tly, 1 >t-x,]
E[E[1y,,,>t-X,+y | Xn]1x, <]
Ele ™E[ly,,,>t-x, | Xa]lx,<:]  car Y11 ~ Exp(\) indép. de X,

e AyE[1X7l<t1Yn+1 Et—Xn]
= e MP(II([0,t)) = n).

Ceci montre que X ft) est indépendante de II([0,¢)) et suit la loi exponentielle de parametre A. Avec la
derniere partie de l'exercice, ceci montre que (Xl(t)7 TI(]0,t)) suit la loi Exp(A) @ Po()).

4. Soit n € N. Soit f : RN — R bornée mesurable. On note que sur I’événement I1([0,¢)) = n, on a pour tout
k>2,
t ¢
X]g ) X]g_)l = I'ntk-

Par conséquent,

E[f((X" — X0 rs2) | X{7, 10([0,2))]

- Z E[F((X — X )isa) | X, 1[0, )] 1ix(0.6))=n
= Z E[f(Yatr)k>2) | Xnt1, ([0, )] 1r1¢0,6))=n XU = X, 11—t on {II([0,1)) = n}

= Z E n+k k>2)]11'[([0 t))=n O'(}/l, ey Yn+1) et U(Yn+27 .. ) indépendantes.

= E[f(Yk)kZ2)]
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Ceci montre I'indépendance entre (X,it) — X,gt_)l)kzg et X{t), I1([0,%)) et de plus que (X,it) . X,E,t_)l)kZQ est
égale en loi & (Y)g>2.

5. Les deux dernieres parties montrent que
(1([o,4)), X\9, x$ — x x0 — x{ ) ~ Po()) @ Exp(\)EN.

Par conséquent, la suite (Xl-(t))izl est égale en loi & (X;);>1 et indépendante de II([0,¢)).

6. Preuve par récurrence sur k. k = 0 est évident. Supposons que pour un certain k € N I’énoncé soit vérifié
pour tous les 0 = tg < t; < ... < tg. Soient 0 =ty < t; < ... < tpy1. Parla derniere partie de I'exercice, la
suite (Xi(tl))izl est égale en loi & (X;);>1 et indépendante de II([0, t1)) qui suit la loi Po(A¢;). En définissant
() & partir de (Xi(tl))izl de maniere analogue & II et en utilisant hypothese de récurrence pour 1) | il
en suit que le vecteur (TI([t1,22)), ..., H([tx_1,tx))) = AT ([0,ty —t1)), ..., TTED) ([t —t1,t, —t1))) est
indépendant de II([0, 1)) et que ses composantes sont indépendantes et de lois respectives Po(A(¢; —t;-1)),
1=2,...,k. Ceci conclut la preuve.



