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Feuille de TD n° 8. Corrigé.
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FIGURE 1 — Graphe décrivant la chaine de Markov de I’Exercice 1.

Exercice 1.

1. D’apres la description de (X,,)n>0, Xn+1 ne dépend de Xy,..., X, qu’a travers X,,, plus précisément, on a

N 1/2 1/2
PO = 9| Koo X) = QUGt). 00 Q= Qo= (57 1/3)-
Par conséquent, (X,,)n>0 est une chaine de Markov sur {1,2} de matrice de transition Q.

2. On a
Pn+1 = P(Xnﬂ = 1)
— P(Xpp1 = 1| Xy = DP(Xy = 1) + P(Xps1 = 1| X = 2)P(X,, = 2)
= Q(la 1)pn + Q(Qa 1)(1 - pn)

3. On cherche p; quand pg = 1. Par la relation de récurrence, on a

: 3(1— (=1/4)7) ) ~
pr=po(—1/4)" + (3/4) ; (—1/4)" 1/4)7+m:% 2(-1/49)" ~ 2.

4. Si p, = 3/5, alors on a par la partie 2, p,41 = —(3/5)/4 + 3/4 = 3/4(1 — 1/5) = 3/5. Par récurrence, on
obtient alors que py = 3/5 entraine que p,, = 3/5 pour tout n € N.

5. Le colit moyen par jour se calcule
2x(3/5)+4x(2/5)+2xQ(1,2)(3/5) +1xQ(2,1)(2/5) = (6 +8+3+3/2)/5=17/5=3.4

Il est alors de 3,40 euros par jour.

FIGURE 2 — Graphe décrivant la chaine de Markov de ’Exercice 2. Les sommets correspondent aux états, les arétes
aux transitions entre états de probabilité non nulle.
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Exercice 2. En inspectant la matrice de transition ou la Figure 2, on voit que 5 est un état absorbant et que les
états 1 et 4 forment une classe de récurrence. Chacun des états restants communique avec 5 ou alors avec la classe
{1,4}. Il en suit que les seules classes de récurrence sont {5} et {1,4}, que les états restants sont transitoires et que
5 est le seul état absorbant.

Exercice 3. On a pour tout n € Net y € {1,...,6}, X,, 11 = max(X,,&,+1), si bien que
]P)(Xn—Q—1 =Y ‘ X07 L) Xn) = P(ma'X(X7la€n+l) =Y | XOa s 7Xn)
1/6  siy>X,
=¢X,/6 siy=X, = Q(X.,vy).

0 sinon

L’état 6 est absorbant. Les états 1,...,5 communiquent avec 6 car Q(z,6) > 0 pour tout = € {1,...,5}; par
conséquent ils sont transitoires.

Pour trouver Q" pour tout n € N, il est difficile de le faire directement par calcul matriciel. Mieux vaut raisonner
de maniere probabiliste : Pour tout x <y, on a

De plus, P,(X, <a —1) =0 pour tout z =1,...,6 et n € N. Par conséquent, on a

Po(Xpn <y) = Po(Xn <y —1)=(y/6)" = ((y —1)/6)" siy>uz

Q" (z,y) =S P(X,, <x) = (x/6)" siy=ux
0 sinon.
Exercice 4. Soit Y,, = (X,,n). Puisque Y,, et X,, sont des fonctions 'un de l’autre, on a alors o(Yp,...,Y,) =
o(Xo,...,X,) pour tout n € N. Par conséquent, on a pour tout n € N,

Qn(Xn,y) sim=n+1

P(Yni1 = (y,m)|Yo,...,Yn) =P(Xpns1,n+1) = (y,m)| Xo,...,Xpn) = { )
0 sinon.

Par conséquent, (Y;,)n>0 est un processus de Markov sur E x N de matrice de transition

Q((@.n). (v m)) = {Q”(‘x’y) sim =n+1

0 sinon.
Exercice 5. Notons (X,)n>0 la chaine de Markov de 'énoncé et Ty = inf{n > 1: X,, = 0}. Alors
]P)Q(TQ > ’I’L) = HJ)()(z =1Vi < n) = Hpi.
i=1

En prenant la limite n — co, on obtient

o0
Po(To = o) = [ [ -
i=1

Par conséquent, 0 est un état récurrent si et seulement si Hf; p; =0.
Exercice 6.

1. Si X, + &,41 > 1, alors cela signifie qu’un client sera servi au temps n + 1, donc X411 = X, + &1 — 1 =
(Xn + &1 — DT En revanche, si X, + &,41 = 0, alors aucun client sera servi au temps n + 1 et donc
Xpni1=0=(Xp+&1— DT

2. Par récurrence : pour n = 0, on a Xg = Sy = Sg— My, car My = 0. Supposons que c’est vrai pour un certain

n. On a alors
Xn+1 = (Xn + £n+1 - 1)+ = (Sn - Mn + £n+1 - 1)+ = (Sn—i-l - Mn)+

On a alors deux cas possibles :
(a) SiSy41— M, >0, alors X,,11 = Spy1 — M, et My41 =min(M,,, Spq1) = M,.
(b) Si Sn+1 — Mn < O, alors Xn+1 =0et Mn+1 = min(Mn, Sn+1) = Sn+1-
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Dans les deux cas, X;11 = Sp+1 — Mpt1.

3. Pour tout n, les variables Xj,..., X, sont mesurables par rapport a o(Xo,&1,...,&,). Par conséquent,
puisque &,+1 est indépendante de o(Xo,&1,...,&,) par hypothese, elle est également indépendante de
o(Xo, ..., Xy) pour tout n. Par conséquent,

IP)()(nJrl =Y | X07 cee aXn) = P((Xn + £n+1 - 1>+ =Y | XOa cee 7Xn) = Q(me),
avec

Q) = ply+l—z) siz>louy>1
W= (1) +p(0) siz=0ety=0

=y +1—2)+ p0)lo=y—o.

Par conséquent, (X,,),>0 est une chaine de Markov avec matrice de transition Q.
Pour montrer que la chaine est irréductible, on remarque que Q(z,x—1) = u(0) > 0 pour tout = > 1, et donc
x ~ x — 1 pour tout x > 1. Par récurrence, cela donne x ~ y pour tout y < x. De plus, puisque pu(k) > 0
pour un k > 2, on a Q(z,z + k — 1) = pu(k) > 0 pour tout = > 1 et donc par récurrence = ~ x + (k — 1)n
pour tout x > 1 et n € N*.
Si x et y sont arbitraires, posons n = y + 1, si bien que = + (k — 1)n > y. Par ce qui précede, on a alors
x ~ x+ (k—1)n ~ y, si bien que x ~ y. La chaine est alors irréductible.

4. Par la loi forte des grands nombres, on a S,/n — E[§; — 1] p.s. quand n — oo. Si E[¢;] > 1, alors cela
signifie que S,, — oo p.s. Puisque M,, < 0 pour tout n € N, on a d’apres la seconde partie : X,, > S,, pour
tout n € N, et donc X,, — oo p.s. quand n — oo.

5. On a pour tout n < T, M,, = 0. Par la second partie de ’exo, on a alors X,, = .S,, pour tout n < T

Posons Xy = x > 1. Montrons que T' < oo p.s. Quand E[{;] < 1, ceci est une conséquence immédiate de
la loi forte des grands nombres. Quand E[¢1] = 1, considérons la martingale arrétée ST. Cette martingale
est positive est converge donc p.s. vers une limite. Or, puisque p.s., S, ne converge pas quand n — oo, cela
implique que T doit étre finie presque siirement. Donc T' < 0o p.s. dans tous les cas.

Puisque X,, = 5, pour n < T et T < oo p.s., I'état 0 est atteint p.s. pour tout Xy = x > 1. Ceci montre
que fo < o0 p.s. et donc que 0 est récurrent. Par irréductibilité, ceci est vrai pour tous les états, et donc la
chaine est récurrente.

Exercice 7. Notons (Z,,),>0 la marche aléatoire sur Parbre et posons Y,, = d(0, Z,,), ou d(-, -) est la distance dans
l'arbre et () est la racine de I'arbre. On vérifie alors aisément que (Y},),>0 est encore une chaine de Markov (sur N)
de matrice de transition

Qv (z,y) = 2/3)y=p 41 + (1/3)Ly=s 1 + (1/3)La=0,y=1-

Cette chaine de Markov ressemble beaucoup & la chaine (X,,),>0 du dernier exercice si on prend p(0) = 1/3 et
1(2) = 2/3 (si bien que E[¢;] = 4/3 > 1). En effet, si on note @ x la matrice de transition de cette chaine, on a

Qx(if,y) = (2/3)]1y::r+1 + (1/3)]].?4:1;,1 + (1/3)]11;:(),7!:07

si bien que Qx(z,y) = Qy(z,y) six > 1 et quand z = 0, on a Qy(0,1) =1 et @x(0,1) =2/3 =1—Qx(0,0).
Ceci implique qu’on peut plonger (Y;,)n>0 dans (X,,)n>o : définissons une suite de temps aléatoires Ny, N1, ... par

N, +1 si Xy, #0

No=0, et N, =
’ e {inf{kZNn-l-l:Xk;éO} si Xy, =0.

On vérifie alors aisément que (Xn, )n>0 est une chaine de Markov de matrice de transition Qy et a donc méme loi
que (Yn)n>o-

Le dernier exercice nous donne maintenant que X,, — 400 p.s. quand n — co. Par conséquent, Y,, — +o0 p.s.
également et donc (Y;,)n>0 est transitoire.



