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Feuille de TD n° 4. Corrigé.

Exercice 1. Par un théoréme du cours, une famille (Z;);c; de v.a. dans R? est uniformément intégrable ssi

supE[||Z;i|]] < oo et lim sup supE[||Z;||1a] =0.
iel 6—=0 A:p(A)<s i€l

On a alors par I'inégalité triangulaire et par I'intégrabilité uniforme de (X;)ier et (Y3)icr,

sup E[||X; + Yi[|] < sup B[ X3 [} + E[[|Yi[[] < sup E[||X;[]] + sup E[[[Y;[]] < oo
i€l i€l i€l i€l

De méme, on a pour tout é > 0,
sup  supE[[[X; +Yi[[14] < sup supE[||X;|La] + E[|[Yi|14]
AP(A)<s i€l AP(A)<S iel

< sup supE[|[Xil[Ta] + sup supE[[[Yi[|14],
AP(A)<S i€l AP(A)<S i€l

si bien que par l'intégrabilité uniforme de (X;)ier et (Y;)icr,

lim sup supE[|X;+ Y;|[14] =0.
020 AP(A)<s icl
Le théoreme ci-dessus montre alors que (X; + Y;);cs est uniformément intégrable.

Exercice 2. On a pour tout événement A € A,

SU?E[Hf(Xz‘)H]lA] < SU?E[C(HXiH +1D14] < CSUII)E[HXi”]lA] + CP(A).
ic ic ic

En posant A = €, ceci donne sup,;c; || f(X;)|1 < Csup;e; || Xill1 + C < oo puisque la famille (X;);er est
uniformément intégrable. De plus, on a

lim sup  E[f(X)1a] <lim [C  sup  supE[|X;||[1a] +C6 | =0,
6—=0 Ac A, P(A)<$) 6=0 AcA,P(A)<$) icl

toujours parce que la famille (X;);cr est uniformément intégrable. Par conséquent, la famille (f(X;))iesr Pest
aussi.

Exercice 3. 1. = 2. : Convergence dans LP implique convergence en probabilité. Pour 'intégrabilité uniforme,
on remarque que pour tout n et tout événement A, on a d’apres I'inégalité de Minkowski,

(ElXalPLaDY? = | XnLall,
= [[(Xn = X + X)Tallp
< (X = X)Lallp + [ XTall
< X0 = Xl + EIX|PLA) P,

Par hypothese, on a || X,, — X||, = 0 quand n — oco. En particulier, en utilisant I'inégalité précédente avec
A =Q, on a sup,, E[|| X, |]"] < cc.

Fixons ¢ > 0. Alors il existe N € N*, tel que || X,, — X||, < €/2 pour tout n > N. De plus, puisque || X|?
est intégrable par hypothése, donc uniformément intégrable, il existe &' > 0, tel que (E[|| X ||P14)'/? < £/2 pour
tout événement A avec P(A) < ¢’. Pour la méme raison, il existe 6" > 0, tel que (E[||X,,||P14)Y/? < € pour tout
n < N et tout événement A avec P(A) < 6”. Avec l'inégalité en haut, cela donne avec § = min(¢’, "),

sup  sup (E[| X,|[P1a))/? <e/2+¢/2 =e.
AP(A)<6 neN*

Par un théoréeme du cours, ceci montre que la famille (]| X,||?)nen+ est uniformément intégrable.
2. = 1. : Montrons d’abord que X € L? : Puisque X,, — X en probabilité, il existe une sous-suite (X, )ren
telle que X, converge p.s. vers X. En particulier, || X, ||” — ||X||” p.s. Par le lemme de Fatou, on a alors

E[IX][") < lim inf B[|| X, |[P] < oo,
— 00
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par Uintégrabilité uniforme de la famille (|| X, ||P)nen+. Ceci montre que X € LP.
Montrons que X,, = X dans L”. On fixe € > 0. Par I'inégalité de Minkowski, on a

[ Xn = Xllp < 1(Xn = X)1)x, —xp<ellp + [(Xn = X)Lyx, —x)>ellp
<e+ [ Xnlyx, —x|zellp + 1 XL x, —x>ellp
Posons Xy = X. La famille (||X,,||?)nen est alors uniformément intégrable puisque 'union de deux familles
uniformément intégrables 1’est encore. Par un théoréme du cours, il existe alors § > 0, tel que pour tout

événement A tel que P(A) < 4,
Sug [XnLallp = (E[”anlp]lADl/p <Eé.
ne

De plus, par la convergence en probabilité X, — X, il existe N € N, tel que pour tout n > N, P(| X,, — X|| >
€) < 6. Par ce qui précede, on a finalement, pour n > N,

| X — X|lp <e4+e+e=3e.

Puisque € > 0 était arbitraire, ceci montre que || X,, — X|, — 0 et donc X,, — X dans LP.

Exercice 4. Montrons que |a — b| = a + b — 2min(a, b) pour tous a,b € R : on peut supposer que a > b, sinon
on échange les roles de a et b. On a alors [a —b| =a—b et a+b—2min(a,b) =a+b—2b = a —b. Ceci montre
Iégalité.

On a alors pour tout n € N,

E[| X, — Xwol|] = E[X,] + E[X ] — 2E[min(X,,, X))
Puisque 0 < min(X,,, Xo) < Xo pour tout n et X, est intégrable, on a par convergence dominée,
Emin(X,, X)) = E[X].

De plus, par hypothese, E[X,,] — E[X] quand n — oo. Il en suit que E[|X,, — X|] = E[Xo] + E[Xoo] —
2E[X ] = 0, ce qui permet de conclure.

Exercice 5. Calcul direct : Soit X,, ~ Bin(n, p,). On a pour tout k € N,

P(Xn = k) = (Z)pﬁ(l —pa)" "

1nn-1)---(n—k+1)

. k o npn>n—k:
k! nk (npn) (1 n

n—oo —
e A=,

x| =

Ceci montre que X,, = Po(\).
Fonctions génératrices : On a pour |z| < 1,

gBin(n,pn)(Z) = (1 — Pn +pnz)n n

_ (1 _ = Dnpa 1)”73”)” noge (-1

Ceci est la fonction génératrice de la loi de Poisson de parametre A. Par le théoréme de Lévy (ou alors par
le simple fait que convergence d’une suite de séries implique convergence des coefficients), on en déduit que
X, = Po(N).

Exercice 6. Calcul direct : On a pour tout x > 0,

(oo} oo

_ - 0

P(pX, > ) =P(X, > [z/p| +1)=p > (1—p* ' =01-pPpd (1-pF==e,
k=|z/p]+1 k=0

car py peo(l— p)* = 1. Ceci montre que la fonction de répartition de pX, tend vers celle de la loi exponentielle
de parametre 1 quand p — 0, ce qui entraine la convergence en loi de pX,, vers cette loi exponentielle.
Fonctions caractéristiques : On sait que la fonction génératrice de X, s’écrit

Pz |z] < 1.

B = e
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On applique cela avec z = €"*?, X\ € R, pour obtenir

I—(1-per © T-0-pltiwtop)  1—ir

On identifie cela avec la fonction caractéristique de la loi exponentielle de parametre 1. Par le théoreme de Lévy,
on en déduit que pX, = Exp(1).

]E[ei)\po] — i p iAp p p—0 1

Exercice 7. On a pour tout =z € R,

P(max(Xy,...,X,) —logn < z) = P(max(X1,...,X,) <z + logn)
=P(X; <z +logn)"
>

—x (1 _ e—m—log’n)n — <1 _

Puisque convergence des fonctions de répartitions implique convergence en loi, ceci montre que max(Xy, ..., X, )—
log n converge en loi vers la loi de fonction de répartition  — e=¢ (appelée la loi de Gumbel).

—X

logn e

n
) —e ¢, n— oo
n

€
Exercice 8. Soit g une fonction continue bornée. Alors la composée g o f est encore continue et bornée. Par
conséquent,

Elg(f(Xn))] = El(g o f)(Xn)] = E[(g o f)(X)] = E[g(f(X))],
quand n — oo, par la convergence en loi de X,, vers X. Puisque g était arbitraire, ceci implique que f(X,) =
F(X).
Exercice 9. Par le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut construire les v.a. X1, Xo,... et X sur
un méme espace de probabilité (2, 4,P) tel que X,, — X p.s. Fixons f comme dans I’énoncé et notons A
Pévénement que f est continue en X. Alors par hypothese et le théoreme de transfert, on a P(A) = 1. Notons
en plus C I'événement que X,, — X quand n — oo, si bien que P(C) = 1. On a alors f(X,,) = f(X) sur ANC.
Par le théoréeme de convergence dominée, on a alors, quand n — oo, pour toute fonction g continue bornée,

Elg(f(Xn)] = Elg(f(Xn))Lanc] = Elg(f (X)L anc] = E[g(f(X))]-

Ceci montre que f(X,) — f(X) en loi.
Exercice 10. Soit A = (A1,...,\;) €ER*. On a

E[ei(/\ (XX ) ] = Ele i XM “.ei)\kalk)]
=Ele MlX’(’l)] - -E[e“‘kXT(lk)] par indépendance
= Ele ZMX(I)] e E[e”""x(k)] par hypothese
=[Ele X e”““X(k)] par indépendance

E[ i(A (X(”,...,X(k)))].

Le théoreme de Lévy donne alors la convergence en loi de (X,(ll), e ,Xr(Lk)) vers (XM ..., X®)) quand n — oo.
Exercice 11 (Lois stables).

1. On a |e?* — 1| < 2 et |idz| = A|z| pour tout , A\ € R. Pour l'intégrabilité, il suffit alors de montrer que
Je(L+ |z|) f(x) de < co. Mais,

Ja+ i@ =1+ [ lolf)ds car [ e =

:1+2/ zf(x)dex f paire
0
00 c 1
§1+2(1+/ — dx) car/ flx)dz <1
1 T 0
< 00 puisque o > 1.
En ce qui concerne ’expression pour ¢x, on note encore que fR xz)dr = 1 et aussi fR xf(x =0,

puisque f est paire. Par conséquent,

@X(A)—lz/Rei’\zf(x) da:—/Rf(a:) dx—/Ri/\xf(ac) dx:/R( g ag) f(a) da.
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2. Soit A # 0. En faisant un changement de variable z — x/\, on obtient

ng()\)—lz/R(e”—l—ix)

Ca dic
L+ [z/A*F Al

» . Ca
= |A|* /R(e” -1- zsc)—p\la+1 e dx

— / oa(@)dz,  avec ga(x) = (€ — 1 — ix)
R

Ca

T+ Jafer

Alors gx(x) — go(z) = (e®* — 1 — lI)prﬂl quand A — 0. De plus, puisque |’ — 1 — iz| = O(2?) quand
x — 0 et = O(z) quand = — oo, il existe une constante C telle que

1
o

YA€ R |ga(z)] < Cmin(|z|? |z|) = Cmin(|z|~@ Y, |z|7%) =: G(z).
Puisque a € (1,2), on a floo rT%dxr < oo et fol z=(@Ddr < oo, si bien que G(x) est intégrable. Le
théoreme de convergence dominée donne alors

W:/ﬂzg,\(az)dx—)/ﬂggo(x)dx, A= 0.

Il reste & montrer que fR go(x) dz est un réel strictement négatif. En effet, puisque go(—2x) = go(x)*, on
a [g(z)de = 2R fooo g(z),dz. De plus, puisque Re'® < 1, on a Rg(z) < 0 pour tout = et méme < 0 pour
Lebesgue-presque tout z. Par conséquent, [ go(z)dz est bien un réel strictement négatif.

3. Par indépendance des X, on a
E[ei*Sn/m"*] = p(A/nl/*)" = exp(nlog p(A/n}/%)).
Puisque ¢(A) — 1 quand A — 0, on a I’équivalent

)\ (0%
log(p(A/n/®)) ~ (p(A/n"/*) = 1) ~ *M’ e
n
Il vient que
. 1/
E[ez)\sn/” / ] — eXp(—CP“a)’ = 0.

4. La fonction A — exp(—C|A|*) est une limite de fonctions caractéristiques de lois de probabilité sur R. De
plus, elle est continue en 0. Par le théoreme de Lévy, elle est alors la fonction caractéristique d’une loi de
probabilité sur R.

5. Pour tout a,b > 0, on obtient
E[e™ Y] = exp(—Jad]® — BAI") = exp(~|(a® +B)Y/°A[") = B+ )]
Puisque les fonctions caractéristiques déterminent les lois, cela montre 1’égalité en loi
aY + by 2 (a® + b)Y
Les lois 2-stables que nous connaissons sont les lois gaussiennes centrées.

Exercice 12. On a

Sy (X144 Xo) V2= (X1 4+ X,)

- Von NG

:(L_l)X1+”'+X"+LX"+1+”'+X2".
Ve TV e

Les deux sommands de la derniere ligne sont indépendants et convergent en loi vers des gaussiennes centrées

A2n - An

5
S

2
de variances respectives (% — 1) et 1/2, d’apres le TCL. Par les exercices 9 et 8, Ay, — A, converge alors

en loi vers une gaussienne de variance (% — 1)2 + 1/2, donc ne peut converger vers 0 en loi, ni en probabilité
(car la convergence en probabilité implique convergence en loi). Ceci implique que A4, = S,,/4/n ne converge
pas en probabilité, car si Y, est une suite de v.a. qui converge en probabilité vers une v.a. Y, alors |Y3, — Y, | <
|Y2r, = Y|+ |Y,, — Y, ce qui converge vers 0 en probabilité.
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Exercice 13. Par le théoreme central limite, on sait que S’”‘;\/ﬁ’m = N(0, Var(X;)), quand n — oo. Par I’exercice 8
2
de cette feuille, on en déduit que (%) converge également en loi vers N2, ou N ~ AN(0, Var(X;)). Par
le théoreme de représentation de Skorokhod, on peut construire un certain espace de probabilité avec des v.a.
2
Y1,Y5, ... et Y telles que Y, est égale en loi a (S;\/%m) pour tout n, Y est égale en loi & N2, et Y,, = Y
presque surement quand n — oco. De plus, on a pour tout n,
Sn 9
= Var | —= ) = Var(X;) = E[N“] = E[Y],

Sn — un 2
vn Vn
et donc, a fortiori, E[Y,] — E[Y]. Par le lemme de Scheffé, on a alors Y,, — Y dans L. En particulier, la famille
(Y))nen+ est uniformément intégrable. Puisque U'intégrabilité uniforme ne dépend que des lois marginales de la

E[Y,] =E

2
famille, on en déduit que la famille de v.a. (S";\/%“ﬁ est également uniformément intégrable.

Exercice 14 (Probléme des allumettes de Banach).

1. Notons 0 la boite dans la poche de gauche et 'autre, 1. On formalise le probleme de maniere suivante :
on suppose qu’on fait une infinité de tirages, c’est-a-dire on se donne une suite iid de v.a. (By,),>1 de lois
Ber(1/2). Ici, B, donne la boite de laquelle on tire la n-iéme allumette. Soit N 'index du k-ieme 0 et
N} Iindex du k-iéme 1. Notons Y}l = N} ™" — N!~% et notons que (Y})r>1 est une suite iid de v.a. de loi
géométrique de parametre 1/2 pour chaque i = 0, 1. L’événement A?, que le fumeur ait pris n allumettes
de la boite 1 — ¢ avant d’en prendre n de la boite ¢ s’écrit alors

Al ={N,""<2n} = {ZY,j<2n}, i=0,1.

k=1
Notons que les deux événements sont disjoints et leur union est €2, car
A — (N1 < 2n)

={Card{l1<k<2n:Bp=1—1i} >n}

={Card{1 <k <2n:By=1i}<n}

= {N,, > 2n}

- (apy
Puisque N =% —n est le nombre d’allumettes prisent dans la boite i au moment ou la n-iéme allumette est
prise de la boite 1 —4, la variable recherchée X, est alors X, = 2n— N1~ =2n—3""_ Y} sur 'événement
Al

2. On a pour toute fonction continue bornée f : R — R,

E[f(Xn)] = E[f (Xn)Lag] + E[f(Xn)La2]

f (2” - ZYkO> Loyy—sr_ vos0
k=1
=2E [f <2n - Zyk()) Loy—son | Y,;’>o] ;
k=1

car les suites (Y?)ren et (Y3!)ken ont méme loi. En particulier,

vl =28 [ (P ) gy .

Pour établir la convergence, on utilise le TCL. On a E[Y}?] = 2 et Var(Y{?) = (1 —1/2)/(1/2)? = 2. Par le
TCL, % converge alors en loi quand n — oo vers N ~ N(0,2).

Notons qu’on peut supposer que f(0) = 0, quitte & considérer la fonction f — f(0). Alors la fonction
x> f(x)1,>0 est encore continue et bornée. On obtient alors

lim E[f(X,/vn)] = 2E[f(N)Ly>o] = E[f(IN])],

n— oo

=E +E

/ <2n - Z Yk1> Lyy—sor_ Yk1>o]

k=1

par symétrie de la loi gaussienne. On en conclut que X,,/+/n converge en loi vers |N|.
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n

2
_ (1)
3. D’apres 'exercice précédent, la famille de v.a. ((W) > est u.i., et donc, d’apres la preuve
neN

de la partie précédente, la famille ((Xn / \/5)2) . également. Par Pexercice 2 de cette feuille (appliqué a
ne
f(z) = Val;>1) la famille (X, /v/n),, o U'est encore. Par conséquent, on a

2 e 2 2 2 2
lim E[X,,/v/n] =E[|N|] = — e Tt dy = _[—e /e =
Jim B, /v = BN = —= [ e = —
Donc, E[X,,] ~ (2/y/7)+/n quand n — cc.
Exercice 15. On définit la matrice V' de dimensions k£ x n par
V= (o] )"

On cherche alors la loi du vecteur VX. Puisque X est un vecteur gaussien, VX est également un vecteur
gaussien. Son espérance vaut E[V X] = VE[X] = V. Quant & la matrice de covariance, on note d’abord que

EXVT = Ex(U1| s |11k) = (/\1111| e |/\kvk) = VTA,

ol
A = diag(A1, ..., Ak)-

De plus, on a VV7T = Id puisque la famille vy, ..., v est orthonormale. Par conséquent,
Syx =VEXVT =VVTA=A.

On conclut alors que VX ~ N(Vu, A).
Exercice 16. Soient p1,...,pr > 0 tels que 25:1 p; = 1. Onnote Y une v.a. sur {1,...,k} deloi P(Y = i) = p;

et on pose X = (Iy—q,...,1y—x)7, si bien que X suit la loi multinomiale de parametres 1 et pq, ..., p.
1. Le vecteur aléatoire X a moyenne E[X] = (p1,...,pr). Calculons sa matrice de covariance : on a pour
i=1,...,k

Var(ly—;) = pi(1 — p;),

car Ty—; est une v.a. de Bernoulli de parameétre p;. De plus, on a pour i # j,
Cov(ly=, Ly=j) = E[ly—ily—;] — E[ly=i]E[ly—;] = 0 — pip; = —pip;-

La matrice de covariance de X est alors donnée par

pil—pi) i=j
S=(Sy)fo, Sy= o
—DiPj i #J
Le TCL multidimensionnel donne alors convergence en loi de (3°;—, X; — (np1,...,npx)")/v/n vers le

vecteur gaussien Z de moyenne p = 0 et de matrice de covariance X.

2. Le vecteur 1 = (1,...,1)7 est de valeur propre zéro car pour tout i, on a p; — Zle pip; =pi —pi =0, ou
on a utilisé le fait que Z;ﬂ:lpj = 1. Ceci implique que Var((1, Z)) = Var(17Z) = 171 = 0, et puisque
E[Z] =0ona (1,Z) =0 p.s. Donc Z € 1+ ps.

3. On a X = diag(p1,...,pk) — (piPj)i =1, et donc avec I la matrice d’identité,

DED =T — (pip;)? s = T — pp”.

Puisque p”p = ||p||2 = 1, on a alors DX.Dp = 0. De plus DX.Dv = v pour tout v € p*. Par conséquent,
DY D est la projection orthogonale sur 'espace p”.

4. La loi limite de ||D(}7; X; — (np1,...,npx)T)/v/n||3 est la loi de | DZ||3 par le lemme de P'application
continue. Or, DZ est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance D> D. On rappelle
de la derniere partie que DXD est la projection orthogonale sur p*. Notons ej,...,e,_; une b.o.n. de
p*. Définissons la matrice

0= (e1] - ler—1|p)"
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Alors par 'Exercice 15 de cette feuille, ODZ est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de
covariance

1

0

Par conséquent, [|[ODZ|3 est la somme de k—1 v.a. iid de loi A(0,1) et donc |ODZ||3 ~ I'(551, 1). Mais
puisque O est une transformation orthogonale, ceci donne

IDZ|3 = |0DZ|3 ~ T(%5, 5).

Cette loi est également appelée la loi du chi-deuz de k — 1 degrés de liberté et notée x2(k — 1).



