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Feuille de TD no 6

Processus et martingales

pour la semaine du 14 au 18 novembre

Filtrations, temps d’arrêt

Exercice 1 (Temps d’arrêt). Soient (Ω,F , (Fn),P) un espace de probabilité filtré et T et S deux temps

d’arrêt. Montrer que

1. S ∧ T , S ∨ T , S + T sont des temps d’arrêt.

2. Si T est un temps d’arrêt constant (T = p avec p ∈ N), alors FT = Fp.
3. Si S ≤ T , alors FS ⊂ FT .

4. FS∧T = FS ∩ FT .

5. {S < T} ∈ FS ∩ FT , {S = T} ∈ FS ∩ FT .

6. Si (Tk)k≥0 est une suite de temps d’arrêt, alors lim supTk et lim inf Tk sont des temps d’arrêt.

Exercice 2. On considère une suite (Xn, n ≥ 0) de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité

(Ω,F ,P), à valeurs dans [0, 1], indépendantes et de même loi uniforme sur [0, 1]. On pose, pour n ≥ 0, Fn =

σ(Xk, k ≤ n). On introduit la variable aléatoire

T = inf{n ≥ 1 : Xn > X0}.

1. Montrer que T est un temps d’arrêt par rapport à la filtration (Fn)n.

2. Déterminer la loi de T . Conseil : calculer P(T > n) pour tout n ∈ N.

Exercice 3 (Principe de réflexion). Soient X1, X2, . . . de v.a. réelles iid de loi symétrique (càd µX1
= µ−X1

).

On pose Sn = X1 + · · ·+Xn, n ≥ 0. Le but de cet exercice est de montrer l’inégalité suivante :

∀x ∈ R ∀n ∈ N : P(max
k≤n

Sk ≥ x) ≤ 2P(Sn ≥ x).

Dans ce qui suit, on suppose toujours que x ∈ R et n ∈ N arbitraire. On introduit Tx = inf{k ∈ N : Sk ≥ x}.
1. Montrer l’égalité des événements {Tx ≤ n} = {maxk≤n Sk ≥ x}. En déduire que Tx est un temps d’arrêt

pour la filtration Fn = σ(X1, . . . , Xn).

2. Montrer l’inclusion des événements {Sn ≥ x} ⊂ {Tx ≤ n}.
3. Montrer que

P(Sn ≥ x) ≥
n∑
k=0

P(Sn − Sk ≥ 0, Tx = k)

4. Montrer que la loi de Sn − Sk est symétrique.

5. Montrer que pour tout 0 ≤ k ≤ n,

P(Sn − Sk ≥ 0 | Fk) ≥ 1/2.

6. Conclure.

Martingales

Exercice 4. Soient (Mn)n∈N et (Nn)n∈N deux sous-martingales. Montrer que (Mn ∨ Nn)n∈N est encore une

sous-martingale.

Exercice 5 (Décomposition de Doob d’une sous-martingale). Soit (Mn)n∈N une sous-martingale. Mon-

trer qu’il existe un (p.s.) unique processus prévisible et croissant (An)n∈N tel que (Mn − An)n≥0 est une

martingale et A0 = 0.
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Exercice 6 (Inégalité maximale pour les surmartingales positives). Soit (Xn)n≥0 une surmartingale

sur un espace de probabilité filtré (Ω,F , (Fn)n≥0,P).

1. Montrer que si H est un processus prévisible, positif et borné, alors le processus H · X est encore une

surmartingale.

2. Montrer que si T est un temps d’arrêt, alors (XT∧n)n≥0 est une surmartingale (on pourra utiliser 1.).

3. On suppose maintenant que (Xn)n≥0 est positive. Montrer que pour tout a > 0, on a

P
(

sup
n≥0

Xn ≥ a
)
≤ E[X0]

a
.

Exercice 7 (Martingales de carrés intégrables). Soit (Xn)n≥0 une martingale par rapport à une filtration

(Fn)n≥0. On suppose que (Xn)n≥0 est de carré intégrable, i.e. E[X2
n] <∞ pour tout n ∈ N.

1. On pose X−1 = 0. Montrer que E[(Xn −Xn−1)(Xm −Xm−1)] = 0 pour tout n,m ∈ N, n 6= m.

2. Soit −1 ≤ m ≤ n. Montrer que E[(Xn −Xm)2] =
∑n
i=m+1 E[(Xi −Xi−1)2].

3. Montrer l’équivalence entre les points suivants :

(a) supn∈N E[X2
n] <∞ (on dit dans ce cas que (Xn)n≥0 est bornée dans L2)

(b)
∑∞
n=1 E[(Xn −Xn−1)2] <∞

Exercice 8 (Processus de Galton–Watson). Soit (Xn)n≥0, X0 = 1, un processus de Galton–Watson de loi

de reproduction µ d’espérance m > 1 et de variance σ2 <∞. On pose Wn = Xn/m
n pour tout n ∈ N. Montrer

que (Wn)n≥0 est une martingale bornée dans L2 (par rapport à sa filtration canonique (Fn)n∈N).

Conseil : pour la bornitude dans L2, on pourra d’abord calculer Var(Wn+1|Fn) pour tout n ∈ N.

Exercice 9 (Variation quadratique d’une martingale). Soit (Mn)n∈N une martingale de carré intégrable

par rapport à une filtration (Fn)n≥0.

1. Montrer que (M2
n)n∈N est une sous-martingale.

2. On note 〈M〉 l’unique (p.s.) processus prévisible et croissant tel que (M2
n − 〈M〉n)n∈N est une martingale

et tel que 〈M〉0 = 0 (cf. Exercice 5). On appelle 〈M〉 la variation quadratique de la martingale M . Montrer

que

〈M〉n+1 − 〈M〉n = Var(Mn+1|Fn), n ∈ N.

3. Montrer que E[M2
n] = E[M2

0 ] + E[〈M〉n].

4. Soit T un temps d’arrêt. Montrer que 〈MT 〉 = 〈M〉T .

5. On suppose que Mn =
∑n
i=1Xi avec (Xi)i≥1 une suite de v.a. iid de carré intégrable et (Fn)n∈N la

filtration canonique de M . Calculer 〈M〉.

Exercice 10 (Martingales exponentielles de la marche aléatoire). Soit (Sn)n≥0 la marche aléatoire

simple sur Z, i.e. Sn = X1 + · · ·+Xn, où X1, X2, . . . sont iid avec P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1/2. Soit θ ∈ R.

Montrer que Wn(θ) = exp(θSn)/ cosh(θ)n est une martingale.

Exercice 11 (Processus de Poisson). Soit Π un processus de Poisson sur R+ de mesure d’intensité λ > 0.

On définit pour t ≥ 0, Nt = Π((0, t]). On note (Ft)t≥0 la filtration canonique de (Nt)t≥0.

1. Montrer que N0 = 0 et que pour tout s ≤ t, Nt −Ns est indépendante de Fs et de loi Po(λ(t− s)).
2. Donner des fonctions f(t), g(t) et hθ(t), θ ∈ R, telles que

(Nt − f(t))t≥0, ((Nt − f(t))2 − g(t))t≥0 et (eθNt−hθ(t))t≥0

sont des martingales.

3. Pour chacune des martingales de la dernière partie, étudier si elle converge ou non p.s. quand t→∞.
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