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Feuille de TD n° 3. Corrigé.

Exercice 1 (Tribu terminale).

1. Vrai. On a pour tout n € N, limsup,,,_,.o X = limsup,,,_,.o Xn+tm. Par conséquent, limsup,,_, . X, est
mesurable par rapport & o(X,, X, 11,...), et donc {limsup,, ., X, < oo} € T.

2. Vrai (méme raison que 1, lim,,_, o X, est mesurable par rapport & o(X,,, Xp41,...) pour tout n € N).

3. Faux. Supposons qu'il existe A € A tel que A3 = R x A. Alors on aurait w = (wg,w1,...) € Az ssi
(0,w1,ws,...) € Az. Mais ceci est faux, car (1,1,...) € A3, mais (0,1,1,...) ¢ As.

4. Faux, car (1,1,...) € Ay mais (0,1,1,...) ¢ A4. On raisonne alors comme dans 3.

5. Vrai. Posons Sy, = Y, Xk. On a pour tout n € N, limsup,, .. Sy < 00 ssi limsup,,,_, oo (Sm — Sp) <
oo. Or, limsup,,_,..(Sm — Sp) est mesurable par rapport & o(X, 41, Xnq2,...) pour tout n € N. Par
conséquent, As € o(X,,, Xpt1,-..) pour tout n € N et donc A5 € T.

6. Faux, car la premiere valeur influence la valeur de la somme. Formellement, on a (0,0,...) € Ag, mais
(1,0,0,...) ¢ Ag. On raisonne alors comme dans 3.
Exercice 2.

1. On a pour tout ng € N, =BnCet = BUC. Par conséquent,

n>ng n>n0

liminf A, = U ﬂ A, =BNC et limsupd, = m U A, =BUC.

noeENn>ng noeENn>ng

2. Par les regles de De Morgan,

(liminf 4,)°={ [ J () 4n

noeENn>ng

U = limsup A;,.
n>ng
3. On a pour tout w € €,

liminf1 4, (w) = sup inf 14, (

no€eN 7210 sinon

sidng e NVn>ng:we A,
sinon

{ sidng e NVn>mng: 14, (w) =1
= 1y

liminf A,, (UJ) .

Un raisonnement analogue donne 1’égalité pour lim sup, mais on peut aussi la déduire de 1’égalité précédente
en remarquant que

]llimsupAn =1- ]l(limsupAn)C
=1 — Njim inf Ac par la derniere partie
=1—liminf14c par I'égalité pour lim inf
=1—liminf(1—14,)
=1—(1—limsuply,)
=limsuply,.
On a alors par le lemme de Fatou
P(liminf A,) = E[Liimint 4,,] = Elliminf 14, ] < liminf E[1 4, ] = liminf P(A4,,).

Avec la derniere partie de I'exercice, ceci implique,

P(limsup A,) =1 — P(liminf A7) > 1 — liminf P(AY) =1 — (1 — limsupP(A4,,)) = limsup P(4,,).
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Exercice 3.
Convergence en probabilité :

Xn T) 0 <= Ve>0:P(|X,| >¢)—0 par définition
— P(X,=1)—0 car X,, € {0,1} Vn € N*
<~ p, — 0.

Convergence presque siire :

X, —0 ps. <= INeN'¥Yn>N:X,=0 ps. car X, € {0,1} Vn € N*
<= P(limsup 4,) =0
= Z Prn < 00 par le lemme de Borel-Cantelli.
neN*

Exercice 4. On sait deja que la convergence p.s. entraine la convergence en probabilité.

Réciproquement, supposons que S, converge en probabilité vers une variable S. Alors la suite de v.a. (R, )n>0
définie par R, =S — S, = Xp41 + Xpy2 + ... converge en probabilité vers zéro. Or, comme les variables X,
sont positives, (R, ) est une suite décroissante minorée par zéro donc elle converge presque stirement. Sa limite
en probabilité étant zéro, sa limite presque stire est aussi zéro.

Preuve alternative : Convergence en probabilité implique [’existence d’une sous-suite qui converge presque
surement. Utiliser ensuite le fait que la suite est croissante pour conclure.

Exercice 5.
On a

n

2 Y XiX;= Y XiX;= > XiX; - ZX2 x| => X7

1<i<j<n 1<i#j<n 1<i,5<n 1<i<n i=1
Par la loi forte des grands nombres, on a quand n — oo,

2 2

Z X; %;ﬁ, p-s.

1<i<n 1<i<n

De plus, puisque E[X?] = Var(X;)+E[X;]? < co par hypothese, on a, encore par la loi forte des grands nombres,

1 n
=3 X} > E[X7), ps.,
n

et donc
1 n
— ) X250 .

Ceci donne

(Z> 2. XX, (n—l) > X *in =, ps.

1<i<j<n 1<i<n i=1

Exercice 6.

1. Si E est une v.a. de loi exponentielle de parametre ), alors P(E > x) = e~ ** pour tout x > 0. Par
conséquent, P(Ty > 1) = e~ ") = 1/k et P(Ty > 1+4¢) = e~ (1) k) — 1/p1+e,
2. Borne inférieure : Puisque Y ;o P(Ty > 1) = > 72, 1/k = oo et que les T, k > 2 sont indépendantes, la

seconde partie du lemme de Borel-Cantelli implique que presque stirement, Ty > 1 pour un nombre infini
de k, et donc

limsupT; > 1, p.s..

k—o0
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Borne supérieure : Pour tout ¢ > 0, Y7~ | P(T); > 14+¢) = Y72, 1/k'*t® < oco. Le premitre partie du
lemme de Borel-Cantelli implique alors que p.s., T < 1 + ¢ pour tous sauf un nombre fini de k, et donc

limsupT <14¢, ps.

k—oco

Puisque les événements {limsup;,_,. Tx, <1+ 1/N} sont décroissants en N, il vient

P(limsup Ty < 1) = lim P(limsupT, <1+ 1/N)=1.

k—00 N—o0 k—s00

En combinant les deux bornes, on obtient

limsupT, =1, p.s..

k—oco

Exercice 7.

1. Soit @ > 0. On rappelle que E[X] = [[* P(X > z)dz. Il vient que

E[X] = i/an P(X > x)dz > iaP(X > an),

—1Ja(n-1) n—1

puisque P(X > z) est décroissante en z. De méme,

oo

P(X > a)de < aP(X > a(n—1)) (X > an).
x=3 [" w > =3

n=1 n=0

Ce qui montre que Y.~ (P(X > an) = 0 <= E[X]| = .

2. Puisque les X, sont indépendantes, on peut appliquer les deux partie du lemme de Borel-Cantelli et la
premiere partie de ’exercice done alors pour tout a > 0,

0, siE[X]<

P(limsup{X, > an}) = {1 si E[X] =

00
00,
Pour finir, supposons d’abord que E[X] = oo, alors

1
P(lim sup —X,, = c0) = P( ﬂ {X,, > Nn pour un nombre infini de n})
" NeN*
ﬂ limsup{X,, > Nn})
NGN* n—oo

puisque l'intersection d’un nombre dénombrable d’ensembles de probabilité 1 a encore probabilité 1. De
maniere analogue, quand E[X] < oo,

P(lim sup X =0) m {X, < n/N pour tous sauf un nombre fini de n})
NEN*
=P( ) liminf{X, <n/N})
NeN~
=1-P( U limsup{X,, > n/N})
NeN* n—oQ
=1,

puisque 'union d’un nombre dénombrable d’ensembles de probabilité 0 a encore probabilité 0. CQFD.
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Exercice 8 (Loi du logarithme itéré.).

1. On a pour n assez grand,

P( max_ Sy > Kh(K" ")) < 2P(S|gn| > Kh(K"™ 1)) par 'estimée (2)

0<k<K™
=2P(X; > Kh(K"Y)/\/|K"]) puisque S| g | o | K™ | X,
< P(X, > K'/2p(K"Y))
< 2exp(—K* "K" !loglog K" 1) par estimée (1)
=2((n—1)logK)™ %
Puisque > 77 ,((n — 1)log K) =¥ < o0, le lemme de Borel-Cantelli donne que

P(lim sup{ Igax (Sk/ME™ 1)) > K}) =0.

n—oo OSkSK™

Par conséquent,

Sk
>K)<P <liririsotip {KW IlngsiKn h(K” 0 > K}) par croissance de h

< i > K
=F <hfffo‘ip {oi?i";‘«» W) }

=0.

S,
P(li —
(P 3 )

Ce qui implique que limsup,,_, ., h“?:l) < K presque stirement.

2. Par décroissance des événements, on a

Sn
P(limsup —— < 1) = lim P(limsu <1+4+1/N
(lim sup ) )= Jin P(limsup - h(n) /N) =
par la partie précédente de I'exercice.
3. Montrons d’abord que les événements sont indépendants. Notons pour k € N*, Ay = o(Xy,..., Xpe-1)

et Ay = o(Xppe-141,--., Xask), si bien que
A, . A1 €Ay et A LA,
puisque les X,, sont indépendantes. On décompose 'événement A, en Ay = B N C} avec
By, = {|Syx — Sppr—1| > rh(MP®)} € Ay
Cr = {segn(Syx — Sppe—1) = sgn(Syw—1)} € A V Ay.
On a alors pour toute v.a. réelle Y bornée et Ai-mesurable,
E[Y14,]=E[Ylc,1p,]

= Z E[Y]l(sgn(SMk,l):s)]l(sgn(SMk—SMk,l):s)]lBk]
se{—-1,1}

Z E[Y]l(sgn(SMk,l):s)] ' E[]l(sgn(SMk—SMkfl):s)]lBk} (Ak 4 Zk)
se{-1,1}

1 e
Z ]E[Y]l(sgn(SMk,l):s)]iP(Bk) (symétrie de Sppx — Spe-1)
se{—1,1}

1
= §P(Bk)E[Y] (linéarité de lespérance)
= P(By)P(Cr)E[Y].
En particulier, en posant Y = 1, on a P(Ay) = P(B;)P(Cy), et donc

E[Y14,] = E[Y]P(Ag).
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Puisque Ay, ..., Ap_1 € Ag, ceci donne que Ay, est indépendant de la famille Ay, ..., Ax_;1. Par récurrence,
on obtient alors indépendance de la famille des événements Ay, k € N*,

Calculons P(Ag). On a
P(A1) = P(BUB(CL) = 5P(|Sys — Sprss| > rh(MY)) = B(Xo > rh(M*)/v/MF — 2F0),

puisque Syx — Spe-1 est égale en loi & vV MF — MF-1X, et P(|Xo| > z) = 2P(Xo > =) pour tout z > 0.
Par définition de h(n), on a

Mk
rh(M")// M*F — M*k=1 =y [2——loglog M*

Mk — MFE-1

M
= \/QT’QM 1 log(klog M)

M
= v/2p(log k + loglog M), avecp:r2M 1<1.

Par lestimée (1), on obtient alors pour k assez grand, en supposant d’abord que r > 1/2 et donc p > 1/8,
1

P(Ay) = P(Xo > rh(M*)/v/MF — ME-1) > ¢ Pllostloglos A1),
(Ax) (Xo = rh(M")/ )2 \/Syrp(logk—i—loglogM)

et donc, puisque e 8% = k=° avec p < 1,

k=1

o0

Avec l'indépendance des Ay, le lemme de Borel-Cantelli donne alors P(limsup A;) = 1. Si r < 1/2, on
borne par la probabilité du méme événement mais avec r remplacé par 1/2.

4. Soit r € [1/2,1). Choisissons M assez large tel que r < /2=, On définit alors A;, comme dans la partie
précédente. On note que sur ’événement Ay, on a

|SMk| = |SMk — SMk-—l‘ + |SMk—1| Z |SMk — SMk—1| Z Th(Mk>

Par ’exercice précédent, on obtient,

. |Sh ) ( |Sasx| >
P(limsup ——= >r | > P| limsu >r
( Pty =) = P Ry <

>P (limsup {I1Spre] > rh(Mk)}>
k— o0
> P(limsup Ag) = 1.

Ceci implique

P (limsupl;?;;) > 1) =P ( N {limsup }'L‘?Z) >1-— 1/m}> =1.

meN

5. Notons Ey = {limsup % > 1} et E_ = {limsup ;(—‘fs > 1}. Par la derniére partie, on a P(E; UE_) = 1.
Par symétrie de la loi gaussienne, on a en plus P(E,) = P(E_), donc P(E,) > 1/2. Mais puisque E fait
partie de la tribu terminale, la loi du 0-1 de Kolmogorov donne P(E,) € {0,1} et donc P(EL) =P(E_) = 1.

6. Les résultats des parties 2 et 5 donnent

lim su i =1 S

CQFD.



