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Feuille de TD n° 1. Corrigé.

Exercice 1.

1. @={1,...,20}, Card(2) = 20, P(w) = 1/20 Yw € Q.

2. Le choix le plus simple : Q = N2. On pourrait aussi y ajouter plus d’informations, tel que ' = N? x
{R,P,T}, ou R : “aprés temps réglementaire”, S : “apres temps supplémentaire”, T : “apres tir au but”.
Dans tous les cas, on a (nécessairement) Card(€2) = oo. Quant a P, on n’en sait rien a priori.

3. On a Q =P(9), et Card(2) = 2™. Quant a P, on n’en sait rien a priori.

4. Q@={0,1}", 00 0 : “pile”, 1 : “face” (par exemple). Card(Q2) = 2", P(w) =27" Vw € Q.

5. Les deux candidats sont Hollande (H) et Sarkozy (S), mais une personne peut aussi bien répondre “je
ne sais pas” (N1), “je ne voterai pas” (N2), “je voterai blanc” (N3), ol bien ne pas répondre (NO).
Un bon sondage prend toutes ces réponses en compte (voir plus...). Un espace de probabilité possible
serait Q = {H,S, N0, N1, N2, N3}1947 avec Card(2) = 61°47. Une autre possibilité serait de compter
seulement le nombre de répondants pour chaque réponse possible, cela donne Q' = {0, 1,...,1047}° avec
Card(Q)) = 10485 < 61947, Cependant, le premier espace est plus commode, car il permet d’intégrer
facilement l'indépendance entre les répondants (en supposant que ceux-ci ont été tirés avec remise dans
la population totale). En effet, si la probabilité d’une réponse r € {H, S, NO, N1, N2, N3} est donnée par
pr, alors on pose P(r1,...,71047) = Dry *** Prigar-

Exercice 2.

1. Faux. Si B, désigne la boule ouverte de rayon r autour de l'origine, alors N, By, = {0}, ce qui n’est pas
un ouvert.

2. Vrai. On a
(a) {0,1}N ={0,1}* x {0, 1}, 0 = 0 x {0, 1}
(b) {0, 1}"\A > {0,1}" = ({0, 1}"\4) x {0, 1}"
(¢) Pour Ay, Aa,... C {0,1}%, U, (A, x {0,1}) = (U, An) x {0, 1}
3. Faux (une union dénombrable croissante de tribus n’est pas toujours une tribu) Exemple : (), {0}" x
{0,1} = {0} n’est pas de cette forme.

4. Clarification : < A mesurable > signifie ici que A € B pour une tribu quelconque B sur {0,1}Y, par
exemple la tribu cylindrique.

Vrai (tribu terminale) : Comme dans 2., on montre que pour tout n, {{0,1}"x A : A C {0, 1} mesurable}
est une tribu. Une intersection de tribus est concore une tribu.

5. Faux. Par exemple, si A est une partie de N qui n’admet pas de densité (par exemple, k € A ssi |log, k]
est paire), alors pour tout n, AN{0,...,n} admet une densité (nulle), mais A = J,,(AN{0,...,n}) n’en
admet pas.

Exercice 3.

1. Par I’hypothese sur y, on a pour e € E, f € F,
u({(e, 1)} = nlle} x {f}) = (Card(E)Card(F)) ™ = Card(E x F)~".
Par additivité de la mesure, on a alors pour tout ensemble C C E x F,
u(C) = Card(C)/Card(E x F).

La mesure pu est alors bien la mesure uniforme sur £ x F.

2. Ici, les choses ne sont plus aussi simples. Il convient de prendre recours au lemme des classes monotones.
Notons B la tribu borélienne sur [0, 1] (on rappelle que c’est la tribu engendrée par les ouverts de [0, 1]2).
On définit

M={AeB:u(A) =Leb(A4)}.

On a alors M D C ={I xJ:1I,J C|0,1] intervalles}. On sait/admet que la classe C engendre la tribu
borélienne B. Montrons que M est une classe monotone :
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— Puisque [0, 1] est un intervalle, on a [0,1]? = [0,1] x [0,1] € C C M.
— Soient A, B € M, A C B. On a alors

u(B\A) = ju(B) — ji(A) = Leb(B) — Leb(A) = Leb(B\A4),

donc B\A € M.
— Soient Ay, As,... € M, avec A,, C A,+1 pour tout n € N. Il est une propriété fondamentale de toute
mesure v que v(J,, An) = lim,,_, v(A,) pour une telle suite croissante d’evénements. En particulier,

p(Ua) = Jim w4 = Jim Leb(4e) =Leb(U4).
n n
Donc |J,, An € M.
Nous avons alors démontré que M est une classe monotone qui contient la classe C, génératrice de la
tribu borélienne B. De plus, C est stable par intersection finie car pour tous intervalles I, .J, K, L C [0, 1],
on a

Ix)N(KxL)y=(INJ)x(KNL)€C.

Le lemme des classes monotones nous dit alors que M D B (du coup, on a en fait M = B). Par
conséquent, u(A) = Leb(A) pour tout A € B et donc p = Leb.

Exercice 4.

1. Puisque p est une mesure, on a,
— pa(@) =p@NA)=p0) =0, et
— pour tous Ay, As, ... € A disjoints,

MA(UAn> =u((UAn) ﬂA) ZM(U(AWA)) =Y u(An N A) =" pa(4n).

Par conséquent, p4 est également une mesure.

2. Par le point précédent, l'application P(A)P(-| A) = P(- N A) est une mesure, donc P(- | A) l'est aussi car
P(A) > 0. De plus, on a P(Q2| A) =P(A)/P(A) = 1. Par conséquent, P est une mesure de probabilité.

Exercice 5.

Premiére solution : Définissons notre espace de probabilité Q = {FF, FM, MF, MM}, ou la premiére lettre
donne le sexe de 1'ainé(e) et la deuxiéme celui du cadet/de la cadette. On suppose que ces quatre possibilités
sont équiprobables, ce qui est a notre connaissance assez proche de la réalité. L’événement “au moins une fille”
est alors A = {FF,FM, MF}. Sachant cet événement, la probabilité que le deuxiéme enfant est une fille est
alors 1/3, contre 2/3 pour un gar¢on. Formellement, on calcule

P(les deux enfants sont des filles| A) = P(FF)/P(A) = 1/3.

Deuxieme solution : La derniere solution peut ne pas étre satisfaisante, car on pourrait se dire que s’il y a deux
filles, la chance est plus grande de trouver des chaussures de filles devant la porte, donc nous avons oublié des
corrélations importantes. Pour formaliser cela, on élargit 'espace de probabilité : on pose Q = {F, M }? x {0, 1}?,
ou le i-ieme chiffre est 1 si le i-ieme enfant a laissé ses chaussures devant la porte, et 0 sinon. L’événement A
qu’il y a (exactement) une paire de chaussures de filles devant la porte est alors

A = {FM10, MF01, FF10, FF01}.

En ce qui concerne la probabilité sur 'espace €2, il y a beaucoup de choix possibles. Nous n’allons pas nous
restreindre & un choix précis, mais nous allons simplement supposer que la probabilité de laisser ou non ses
chaussures devant la porte ne dépend pas du sexe, en particulier, nous supposons que les éléments de l’événement
A sont équiprobables. Par conséquent, si B = {FF} x {0,1}? désigne I’événement que les deux enfants sont
des filles, on a P(B|A) = 1/2. En conclusion, la probabilité que le deuxiéme enfant est une fille vaut 1/2,
contrairement & 1/3 dans la premiere solution.
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Exercice 6.
1. On a pour tout k € {0,...,2n},
k
PX+Y =k) =Y P(X=i,Y=k—i
i=0

1
= m Z ]-(if'n7 k—i<n)
1=0

1 {Zf—o 1, kE<n

(n+1)2 |30, 1 k>n,
B 1 k+1, k<n
(n+1)?2 |2n—k+1 k>n,

si bien que
min(k+1,2n—k+1) n+1-—|k—n|
PX+Y =k = =
Ky =h CENE CESE
et P(X +Y = k) =0 pour tout k& ¢ {0,...,2n}. Pour la loi de X — Y, on remarque que (X,n—Y) a

méme loi que (X,Y), si bien que pour k € {-—n,...,n},

PX-Y=k=PX+(n—-Y)=n+k)

P(X+Y =n+k)

min(n+k+1,n—k+1) n+1— |k
(n+1)2 (n+1)2

et P(X +Y =k) =0 pour tout k € {—n,...,n}.

2. Premiere facon. Par linéarité de I’espérance,

E[X +Y] = E[X] + E[Y] = 2E[X].

Or, 'espérance de X vaut
n

k
si bien que E[X + Y] = n (un calcul plus astucieux est l suivant : puisque X est de méme loi que n — X,
on a 2E[X] =E[X]+E[n — X] =E[X +n— X] =E[n] =n).
Deuxieéme facon. On passe par la loi de X 4+ Y : par la premiere partie de I’exercice,

min( k+1 2n—k+1)
EX +Y] = Z k e .
On peut calculer cela de maniere un peu fastidieuse, mais on peut aussi remarquer comme ci-dessus que
X +Y est égale en loi & 2n — (X +Y), si bien que

E[X +Y] = %]E[X—i—Y—i—Qn— (X +Y)] = %E[Qn] —n.

Exercice 7 (Perte de mémoire). Soit X une v.a. & valeurs dans N. Soit n,m € N. Alors,

P(X >n+m)

PX>n+m|X >n)= PXS>n)

et donc
PX>n+m|X>n)=P(X>m) < P(X>n+m)=P(X >m)P(X >n).
Posant m = 1, on voit que ceci implique que P(X > n+ 1) = P(X > 1)P(X > n) pour tout n € N, et donc
P(X > n) = ¢™ pour un certain ¢ € [0, 1]. Puisque lim,_,o P(X > n) =0, on a en fait ¢ € [0, 1).
Une condition nécessaire est alors que P(X > n) = ¢" pour un certain ¢ € [0,1). Cette condition est
également suffisante, car on a alors P(X > n+m) = ¢"™" = ¢"¢™ = P(X > n)P(X > m). Les lois cherchées
sont alors exactement les lois géométriques G(p) pour p € (0, 1].



M1 Mathématiques Fondamentales, Probabilités, 2016—2017 Université Paris-Saclay

Exercice 8 (Perte de mémoire 2). Soit X une v.a. & valeurs dans R, vérifiant les hypotheses dans I’énoncé.
Pour k € N posons X = [2¥X|. On a alors pour tout n,m € N,

P(Xp>n4+m|Xp>n)=P(X >2"n4+2""m|X >27%n) =P(X > 27%m) = P(Xy > m).

Par I'Exercice 1, X} suit alors une loi géométrique de parametre pp = 1 — ¢x € (0,1]. On a alors pour tout
n €N,
P(X >27%n) = P(X}, > n) = ¢,

si bien que pour tout k € N,
g =P(X >27F) =P(X > 27" D x2) = g2 ||
et donc g, = q2_k pour tout k, avec ¢ = qo € [0,1). Par conséquent,
Ve,neN:P(X >2%n) =g ™.

Il vient que la fonction z — P(X > x)—q¢” est continue & gauche en 2 > 0 et s’annule en les nombres dyadiques
qui forment un ensemble dense dans R . On en déduit que P(X > x) = ¢® pour tout & > 0. De plus, cette égalité
est trivialement vraie pour z = 0. Par conséquent, X suit la loi exponentielle de parametre A = —log g € (0, 00]
(avec la loi exponentielle de parametre oo la mesure dg). Ceci est alors une condition nécessaire. Cette condition
est également suffisante car si P(X > x) = ¢” pour un g € [0,1), alors P(X > x4+ y) = P(X > 2)P(X > y), et
donc la loi de X satisfait a I’hypothese.

Exercice 9. Puisque f est positive et dérivable et X > 0, on a f(X) = fOX fl(x)de = fooo f'(x)lz<x dz. De
plus, puisque f est croissante, sa dérivée f'(x) > 0 pour tout z > 0. Par le théoréme de Fubini—Tonelli,

E[f(X)] = E| / ()L x da] = / T B (@) 1aex] do = / " P @P(X > ) de.

Exercice 10 (Formule du crible).
1. Soient Ay,...,A, € A. Alors,

n

n
1A1u...uAn =1- 1A§ﬂ.4.ﬁAfL =1- H 1A§ =1- H(l - 1Ai)'

i=1 i=1

2. Soient Aj,..., A, € A. Pour tout I,n € N, notons P;,, = {I C {1,...,n} : Card(I) = I} et pour tout
I'c{l,...,n}, A = ;c; As. Par la formule de la premiere partie de I'exercice, on a

P(A1U...UA,) =E[14,0..04,]

(1- 1Ai)]

(1" > 1a,]

IEPl,n

—.

@
Il
-

:1—E{

NE

:le{

N
Il
o

n

:ED:@n“lgzLd

1=1 IEP,

Z(_l)l_l Z E[lAI]

1 I€P;

(-1 Y (A,

1 1€Pi,n

[
M=

Ceci est la formule du crible.
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Exercice 11. On calcule d’abord la probabilité que Pascal aurait gagné le jeu (elle est plus facile & calculer que
celle que Fermat l’aurait gagné). Au maximum, 4 lancers de piece sont nécessaires, donc on se met sur ’éspace
de probabilité Q = {P, F}*, ou le i-itme P/F désigne que Pascal/Fermat gagne le i-ieme lancer en question.
L’événement A que Pascal gagne est alors A = {PPPP,PPPF,PPFP,PFPP,FPPP}, et sa probabilité est
alors P(A) = 5/16 = 31.25% < 46.67% = 7/15. On comprend alors que chacun a proposé ce qui 'arrange le
plus.

Néanmoins, on peut argumenter que la proposition de Fermat est la plus juste. La continuation du jeu aurait
été équivalente a une expérience de Bernoulli qui donne Pascal/Fermat gagnant avec probabilité 31.25%/68.75%.
De distribuer ce pourcentage du montant total correspond a donner a chacun [’espérance de son gain. Ceci
est communément interprété comme une solution “non biaisée” est donc la “plus juste”. Notons aussi que la
proposition de Pascal n’a peu a voir avec les mécanismes du jeu et donc avec ce qui a été conclu au préalable.

Exercice 12. Soit (X,Y’) un vecteur aléatoire uniforme sur [0, 1]?. On a alors pour toute fonction f : R — R
mesurable bornée,

By = [ ey
0,1
1 1+x
:/dx/ flz+y—a)dy chgt de var. y — y — x
0 T
1 2
= /0 dx/o Lo<y, 142>y f(y) dy
2 1
:/ dy f(y)/ la<y, a>y—1) dv thm de Fubini
0 0
2
=/‘ﬂwmm@£—yﬂu
0

La loi de X + Y est alors celle de densité fxiy(y) = min(y,2 —y) =1 — |1 — y| sur [0,2]. Puisque X — Y est
égale en loi & X +Y — 1, cette loi est alors celle de densité fx_y(y) = fx+y(1+y) =1—|y| sur [-1,1].

Exercice 13 (Loi gamma).

1. On a

o

On a alors ¢y 3 = %

2. La loi exponentielle de parametre A est la loi sur [0, 00) de densité Ae=*%. C’est donc la loi T'(1, \).

3. Soit N ~ A(0,1). On a pour toute fonction f: R — R mesurable bornée,
2_ oo 1
BV o [ fat)e R dn s [ pwe - dy,
R 0 VY
donc la loi de N? est celle de densité proportionnelle & y~'/2¢=%/2 sur [0,00). 11 s’agit donc de la loi

I'(1/2,1/2).

4. Soit G ~ T'(«t, 8) et b > 0. On a alors pour toute fonction f : R — R mesurable bornée,
E[f(bG)] x / f(bx)z®te P da b%?y/f(y)ya—le—(ﬁ/b)y dy.
R R

Ceci montre que bG ~ I'(a, 5/b).
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5. La loi de G + G est la loi sur R de densité la convolué de celles de Gy et G, c’est a dire

fersan (@) = /R for () fen(z — ) dy
x / lyzoyalileiﬁylm—yzo(af _ y)azflefﬁ(l’*y) dy
R
= e’ﬁx/ y Mz -y dy
0

1
= e Prgortee-l / y T (1 -yl dy y = zy,
0

ox e BEgortaz—l

Ceci montre que Gy + G ~ I'(a1 + as, B).
6. Par la partie précédente de 'exercice, il vient par récurrence que > . G; ~ T (X7 a;, ).
7. Soit G ~ I'(a, B), a, B > 0. D’apres la partie 4, on a SG ~ I'(«, 1), si bien que pour tout n € N,

ny __ 1 o ol om 7F(Oz+n)7 "
BI6G)") = e | o ane o = HEE — ot

ot a™ =a---(a+n—1) (la fonction de Pochhammer). Ceci donne E[G"] = B~™a(™).
Si N ~ N(0,1), alors N2 ~ T'(1/2,1/2) d’apres la partie 3. On a alors pour tout n € N,

E[N?"] = E[(N?)"] = 2"(1/2)™ = 1---(2n — 3)(2n — 1).

De plus, puisque N et —N ont méme loi, on a pour tout n impaire, E[N"] = E[(—N)"] = —E[N"], si
bien que E[N"] = 0.
8. Soit G ~ I'(a, B), , 8 > 0. On a alors pour tout A € R,

o0
va(\) = E[e?C] = caﬁ/ e gpa—le=hT gy,
0
Comme pour la loi normale, on dérive en A et on intégre par parties :

oo
ve(N) = ca,gi/ NPT g
0

oo
.« i S
= Cq 8l / AT Tle AT gy
0

B8—i
«
= —m<ﬂG()\)~

Ceci donne pour une constante C € C,

pa(A) = C(A+ Bi),

0= (725) - (57)

Montrons les propriétés établies dans les parti%s 4, 6et7: N
— Sib>0,0napg(A)=pad)) = (ﬁ_‘ﬁ) = (5@/_1’”) , et donc bG ~ T'(a, B/D).
— Si Gy, ...,G, sont des v.a. indépendantes de lois respectives I'(a, §), avec a1, ..., ay, 8 > 0, alors

n /8 a; B ay+-tap
061+t (N) = 0e (V) pa, (V) =] <B—iA) ) (ﬁ—i/\) '
=1

2

et puisque pg(0) =1,

Donc, G1 4+ -+ Gy ~T(ag + - + an, B).
— Omn a pour tout n € N,

d'ﬂ o PN —
ElG"] = i‘"wwg()\) A0 el ?—ﬁlz M)(‘fjf: o ’A:O

=p"a™,

avec o™ = a(a+1)---(a+n—1).
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Exercice 14 (Méthode de premier et second moment).

1. Puisque X prend ses valeurs dans N, on a par 'inégalité de Markov,

]P’(X;AO):]P’(XZI)gngX.

2. On note que X = 0 implique |X — EX| > EX. Par I'inégalité de Chebychev, on a alors

B Var(X)
P(X =0)<P(|X -EX|>EX) < EX?
si bien que
_ B Var(X)
PIX#A#0)=1-P(X=0)>1- EX?

3. Par l'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

EX = E[X Ly 4] < \/EIX?E[(1x20)?] = VEXZB(X £0).

En élevant les deux cotés de 1’équation au carré, puis divisant par E[X 2], on obtient I'inégalité souhaitée :

(EX)?
> .
P(X #£0) > E[X7]
4. On observe les équivalences suivantes :
Var(X) _ (EX)?
1-— <
EX) = EX7
_Var(X) < (EX)? — E[X?]
(EX)? = E[X?]

Var(X) < Var(X)
(EX)> ~— E[X?]

Or, puisque E[X?] = (EX)? + Var(X) > (EX)?, la derni¢re inégalité est toujours vérifiée. Ceci montre

que 1 — \(/EE((‘;) < %@7, ce qu’il fallait démontrer.

Exercice 15 (Méthode de premier et second moment : application).

1. Si Iy, > 1, alors il existe un ¢ € {0,...,n — k}, tel que X;41 = --- = X;44 = 1, autrement dit, la suite
X1,...,X, contient k uns consécutifs. Réciproquement, si la suite X1, ..., X,, contient k£ uns consécutifs,
alors soit i le plus petit indice dans {0,...,n—k} tel que X;41 = -+ = X;4x. Si ¢ > 0, on a alors X; =0,

sinon 7 — 1 serait également un tel indice, ce qui serait en contradiction avec le fait que ¢ en est le plus
petit. De plus, si i = 0, alors X; = 0 par définition. On a alors I ,, > 1.

2. Par linéarité de ’espérance, on a

n—=k n—=k
Ellyn) =) Ellp]=) B(B)
=0 =0
Notons que
P(By) =P(X; = = X;) =27F,
Vie{l,...,n—k}:P(B;) =P(X; =0, Xij1 == X;yp = 1) =27+

Il vient que

Elln] = 27F + (n — k)2~ D
=(n—k+2)27%1



M1 Mathématiques Fondamentales, Probabilités, 2016—2017 Université Paris-Saclay

E,J=E| Y  1p1p,
0<i,j<n—k

= >  PBNB)

0<i,j<n—k

= > PB)+ Y. PBinB).

0<i<n—k 0<i,j<n—k, i#j

Pour calculer P(B; N B;) pour 4,5 € {0,...,n—k}, i # j, on distingue entre deux cas : si 1 < |i—j| < k,
alors B; N B; = (), tandis que si |i — j| > k, alors B; et B; sont indépendants. Dans tous les cas, il vient
que

P(B; N B;) < P(B;)P(B;).

I en suit la borne suivante sur E[I} ] :

ERR,< Y PB)+ > P(B;)P(B;)

0<i<n—k 0<i,j<n—k, i#j

2
< > PB)+ | D P(BY)
0<i<n—k 0<i<n—k

= E[lk,n] + (Ellkn])*.

s 2]

4. Par I'Exercice 14 de cette feuille et I’égalité des événemnents Ay ., = {Ij, # 0} = {Ix,, > 1}, on a

(Elxn)?

= < P(Ak,n) < E-[k:,n-
E[I} ]

La borne supérieure découle alors directement de ’expression de El, ,, obtenue dans la partie 2. De plus,
par la partie 3, on a

(Elxn)? S (Elxn)? _ ELy,

E[Igm] T Ellgn]+ (Ellgn])? 14+E[lx,)’

si bien que la borne inférieure découle encore de I’expression de EI, ,, de la partie 2.

5.
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
borne sup 25.2500 12.5000 6.1875 3.0625 1.5156 0.7500 0.3711 0.1836 0.0908 0.0449
borne inf  0.9619  0.9259  0.8609 0.7538 0.6025 0.4286 0.2707 0.1551 0.0833 0.0430

Exercice 16 (Borne de Chernoff).

1. On a pour tout A > 0, {X >z} = {e** > e’} si bien que par I'inégalité de Markov,
P(X > z) = P(eM > M) < E[eM]e ™ = e~ Az=e(N))
En minimisant sur A, on a

P(X > z) < inf e=P*=¢N) = exp(—sup[hz — p(N)]) = e 1@,
A20 A>0

2. Soit ¢, (A) = log E[eMXit-H+Xn)) et I, (2) = supyso[Az — @5 (A)]. Par indépendance,
Pn(A) = log B[ X1 +X0)] = Jog E[e*¥]" = np()).
Par conséquent, on a pour a € R,

I,(an) = ?\li%[)\an —np(A)] =nl(a).

L’inégalité découle alors de la borne de Chernoff de la deuxieme partie.



