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Feuille de TD n° 6. Corrigé.

Filtrations, temps d’arrét

Exercice 1 (Temps d’arrét).
1. Soit n € N. Alors
{SAT>n}={S>n}N{T >n}eF,

car S et T sont des temps d’arréts et F,, est une tribu. Par conséquent, S A T est un temps d’arrét. De
manieére analogue,

{SVT <n}={S<n}n{T <n}eF,,

et donc SV T est un temps d’arrét. Finalement,

{(S+T=n}=J{S=kn{T=n—k}eF,
k=0
car {S=k} e Fp, C Fpet {T =n—k} € F,_ CF, pour tout k < n.

2. Par définition, Fr consiste en les événements A C F, tels que AN {T < n} € F, pour tout n. Or,
{T<n}=0ifn<pand =Qif n>p. Donc, A € Fr si et seulement si A € F,, pour tout n > p. Cela
donne Fr = F,, puisque F, C F,, pour tout n > p.

3. Soit A € Fg. Alors pour tout n € N, puisque {T' < n} C {S < n},
AN{T <n}=(AnN{S<n})N{T <n} e F,,
puisque (AN {S < n}) € F,, (définition de Fg) et {T' < n} € F, (T est temps d’arrét). Par conséquent,
A€ Fr.
4. Par la derniere partie, Fgar est contenue dans Fg et Fr, et donc Fsar C Fg N Fr. Il suffit alors de
démontrer autre inclusion. Soit A € Fg N Fr. Alors pour tout n € N,

AN{SAT <n}=(AN{S <nH)U(AN{T <n}) € F,,

puisque A € Fs et A € Fr. Par conséquence, A € Fsar et donc Fg N Fr C FoaT.

5. Soit n e N Alors {S < TIN{T=n}={S<n-1n{T'=nteF et {S<TIN{S=n}={5=
n}N{T >n} € F,, car S et T sont des temps d’arrét. Par conséquent, {S < T} € Fs N Fr.
Par symétrie, {T < S} € Fs N Fr, et puisque Fg N Fr est une tribu, {S =T} ={S <T}*N{T < S}°e
Fs N Fr.

6. Soit n € N. Alors puisque Ty € N pour tout k,

{limsup T}, < n} = {tous sauf un nombre fini de T, < n}
= liminf{Ty <n} € F,,
k— o0

car J,, est une tribu et {T}, < n} € F, pour tout k. Par conséquent, lim sup T} est un temps d’arrét. De
la méme fagon, pour tout n € N,

{liminf T}, > n} = {tous sauf un nombre fini de T, > n}

= liminf{T} > n} € F,,
k—r o0

si bien que lim inf T}, est un temps d’arrét.
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Exercice 2.
1. Pour tout n € N,

n
{T >n} = [{X: < Xo} € F,
i=1
car {X; < Xy} € F; C F,, pour tout ¢ € {1,...,n}.
2. Pour tout n € N,

]P’(T>n):]P’<ﬁ{Xi §X0}> —E|E

=1

n
H 1{XiSX0} ‘ XO]]
=1

1
=E[X7] = [ a"da= :
X5 = [ e = —

Par conséquent, pour tout n € N*,

1
n+1 nn+1)

P(Tzﬂ)=P(T>n—1)—IP’(T>n):%_

Exercice 3 (Principe de réflexion).

1. Pour tout n € N, par la définition de l'inf,

{TI>n}:{Vk€{1,...,n}:Sk<x}:{I£3XSk<I},

et donc par passage au complémentaire, {T, < n} = {maxg<, St > z}. En particulier, {T, < n} € F,,
puisque maxy<n Sk est Fp-mesurable.

2. Puisque maxg<y Sk > Sp, on a inclusion des événements {S,, > z} C {maxy<, Sk > z}. L’inclusion
énoncée suit alors de la derniere partie.

3. Par la derniere partie,
P(S, > z) =P(S, >z, T, <n)

= ZP(Sn >z, T, = k)
k=0

= P(Sy— Sk =a— Sk, To = k)

k=0
Puisque Sy, > x sur 'événement {7, = k}, cela donne
n
P(Sp > ) > Y P(S, — Sk >0, T, = k).
k=0

4. Par la symétrie de la loi de X7 et le fait que les v.a. (X;);>1 sont iid, les v.a. (—X;);>1 sont également
iid et de méme loi que X;. Par conséquent,

loi

Sn _Sk: :Xk+1 ++Xn = (_XkJrl) ++(_Xn) = _(Sn _Sk)a

et donc la loi de S,, — Sk est également symétrique.

5. On a S, — Sy = Xg41 + -+ + X, si bien que S,, — S, est indépendante de Fj, par I'indépendance des
v.a. (X;);>1. Ceci donne
]P(Sn —Sp > 0|~7:k) = P(Sn —Sp > 0) > 1/27

ou la derniere égalité provient de la symétrie de la loi de S,, — Sk.
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6. Pour tout z € R, n € N,

3

3

P(S, > z) >

(]

]P)(Sn - Sk Z 07 T‘L == k) (partle 3)

~
Il
o

I
NE

E[ls,-s,>01l7,=k]

k=0
= ZE[E[l&rskZO | Fre]l1, =] ({Ty = k} € Fy, car T, temps d’arrét)
k=0
1
> Z i]E[].Tm:k] (partie 5)
k=0
= 1IP>(T <n)
= 5 . n
1 .
= 5?(%1§§Sk > x) (partie 1).

Ceci donne l'inégalité souhaitée.

Martingales

Exercice 4. Puisque |M,, V N,,| < |[M,|V |N,| < |M,|+ |Ny|, la v.a. M,, V N, est intégrable pour tout n € N.
De plus,
E[Mn—i-l \ Nn+1 |-7:n] Z ]E[Mn—i-l |-7:n] Z Mna

car M est une sous-martingale. Le méme argument donne E[M,, 11 V Ny11 | F] > N,,. 11 suit,
E[MnJrl \ Nn+1 |]:n] > Mn \ Nn7

ce qui montre que M V N est une sous-martingale.

Exercice 5 (Décomposition de Doob d’une sous-martingale). On sait d’aprés le cours que pour tout
processus adapté et intégrable (M), >0 il existe un (p.s.) unique processus prévisible (A, )nen tel que (M,, —
Ap)n>o0 est une martingale et Ag = 0. Ce processus est défini par A, 11 — A, = E[M,,+1 — M,, | F,,] pour tout
n > 0. Il suffit alors de vérifier que (A4, ),>0 est croissant dans notre cas, ce qui découle du fait que M est une
sous-martingale :

Api1 — Ap =E[Mpy1 — M, | Fn] = E[Myyq | Fn) — My, > M,, — M,, = 0.

Exercice 6 (Inégalité maximale pour les surmartingales positives).

1. On a pour tout n € N, puisque (H,),>0 est prévisible et borné,

E[(H - X)n41|Fn] = E[(H - X)n + Hpg1 (Xng1 — Xn)[F]
= (H : X)n + Hn-i-lE[(Xn-i-l - Xn)|]:n]
Puisque X est une surmartingale, on a E[(X,+1 — X,,)|Fn] < 0. Puisque H,, est positif, cela donne
E[(H - X)nt1|Fn] < (H - X),, pour tout n € N, et donc H - X est une surmartingale.

2. On pose H, = 1,>7. On a alors,

nAT n
Xrpn = Xo+ Y (X — Xpo1) = Xo+ Y _(Xi = Xp—1)Lpar = Xo + (H - X),..
k=1 k=1
De plus, on a pour tout n € N*, H, = 1 — l7<,_1, ce qui est F,_j-mesurable. Donc, H est un

processus prévisible et positif. Par la derniere partie, H - X est alors une sur-martingale. Puisque X est
Fo-mesurable, cela implique que X7p, = Xo + (H - X),, en est également une.
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3. On remarque d’abord qu’il suffit de montrer que pour tout a > 0,

E[X,
P(suan>a> < [ O].

n>0 a

Car, cela donne pour tout 0 < a’ < a,

E[X
P <suan > a> <P <suan > a’) < M,
n>0 n>0 a
et donc, par continuité du terme de droite dans la derniere inégalité,

E[X,
P (suan > a> < [ 0].
n>0 a

Soit T, = inf{n € N: X, > a}, si bien que {sup,,~¢ X, > a} = {Ta < 0o}. On a alors
alP <sup X > a) =Elaly, <co] < E[X7, 17, <00l
n>0

Puisque (X, )n>0 est positive, on a par le lemme de Fatou,
E[X7, U1, <o) = B[ lim X7, 17, <oo] < lim E[Xpa7, I, <co).

D’apres 2., (Xpa1, )n>0 €st encore une surmartingale. Avec la positivité de (X,)n>0, cela donne pour
tout n,
E[Xn/\Ta]lTa<oo] S ]E[Xn/\Ta] S E[XO]

Ensemble, les inégalités ci-dessus donnent

E[X,
P (suan > a) < [ O].
n>0 a

CQFD.
Exercice 7 (Martingales de carrés intégrables).
1. Soit 0 < m < n. On a alors
E[(Xn - Xn—l)(Xm - Xm—l)] = ]E[E[Xn - Xn—1|fn—1](Xm - Xm—l)]7
car X, — Xym—1 est F,—i-mesurable et X;X; € L' pour tout k,[. Puisque (X,,)n>0 est une martingale,
on a E[X,, — X,,_1|Fn—1] = 0 ce qui donne E[(X,, — X,,_1)(X;n — Xim—1)] = 0.

2. Soit —1 < m < n. Par la premiere partie de I'exercice, on a X; —X;_1 L2 X;—X;_; pour tout 0 < j <.
Par conséquent,

E[(Xn — Xm)?] = || Xn — X3
n

Z (Xi — Xi1)

2

i=m-+1 2
= > X - Xiall3
1=m-+1
= Y E[(X;— X))
1=m-+1

3. Par la derniere partie de D'exercice, on a E[X2] = Y" [ E[(X; — X;_1)?]. Ceci montre que

sup E[X2] < 00 <= iE[(Xn — X,-1)?] < o0

neN n—0

Ceci donne I’équivalence entre a) et b).
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Exercice 8 (Processus de Galton—Watson). On rappelle que par définition, on a X, 11 = ZzX=R1 Entis
ot (&n,i)n.icn+ est une famille de v.a. iid selon p. En particulier, pour tout n € N, la famille (§,41,)ien est
indépendante de F,,. On a alors

X, Xn
E[Wn+1‘]:n] = m_”_lE[z §n+1,i|—7:n] =m " ZE[§n+1,i] =m "X, = Wp.
i=1 i=1

Ici, la deuxieéme égalité se justifie par PExercice 2 de la feuille n°5 avec X = (X1,...,X,,) et Y = (§n11.4)ien
(dans cet exercice, la fonction f est supposée bornée, mais on peut tronquer la somme & un entier K, faire
tendre K — oo et utiliser la positivité des v.a. et convergence monotone pour conclure). L'intégrabilité de W,
en découle en remarquant que E[W, 1] = E[W,] pour tout n (par positivité, I’espérance est bien définie), et
donc E[W,,] = E[Wp] =1 < co. Ceci montre que (W,,),>0 est une martingale.

Pour montrer qu’elle est bornée dans L2, on note que pour tout n € N, par indépendance,

XTI,
Var(Wo1|Fn) = m ™22 Var() &1l Fn) = m ™"~ 2ZVar (Ent1) =m "2 W,

i=1 —
ou la deuxieme égalité se justifie encore par I’Exercice 2 de la feuille n° 5, en utilisant la définition de la variance
conditionnelle en fonction de l'espérance conditionnelle. En particulier, puisque W,, = E[W,,1|F,],

E[(Wpi1 — Wo)?] = E[Var(W,, 1| F)] = m™ " 202,

Puisque m > 1, on a alors

ZE Wa1 — Wa)?] < o0,

n>0
si bien que la martingale (W,,),>0 est bornée dans L? par le dernier exercice.
Exercice 9 (Variation quadratique d’une martingale).

1. Puisque M est une martingale et la fonction x +—+ 22 est convexe sur R, un théoréme du cours nous dit
que (M?2),en est une sous-martingale.

2. Par la définition du processus (M), on a pour tout n € N,
(M)nis = (M = E[M2,, — M2| Fy = E[MZ,, — E[Myy1 | Fol?| Fu] = Var(Ms: | F).
3. Puisque (M2 — (M), )nen est une martingale, on a pour tout n € N,

E[M;] — E[(M),] = E[M;; — (M),] = E[Mg] — E[(M)o] = E[Mg],

puisque (M)o = 0 par définition. Ceci donne 1’égalité souhaitée.

4. Pour tout n € N, on a

(MTY1 — (M7, = E[(MT)2,, — (MT)2 | F,)] par définition de (M7T)
[MT/\(nH) M%/\n | fn]
[(M%/\(n-s-l) — M2, Vs, | Fp] car Mppns1) = Mrpan sur {T < n}
[MIQ“/\(m—l) — Mz, | Fallrsn  car {T >n} € F, puisque T temps d’arrét
=E[M;1 — M7 | Fallrs,
(M)pt1— (M)p)lrsn par définition de (M).

De plus, on a pour tout n € N,
<M>7TL+1 - <M>Z = <M>T/\(n+1) - <M>TAn
= ((M)patms1) — (M)7an) 1750 car (M)pa(ns1) = (M)7an sur {T < n}
= ((M)ps1 = (M)3) 1750

Ceci donne
(MYE = (M) = (M) iy = (MT),, neN.

Puisque (M) = (M)q = 0= (M7T), cela montre 'égalité souhaitée.
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5. Pour tout n € N,
<M>n+1 - <M>n = Var(Mn+1 |Fn) = E[(Mn-H - Mn)2 |]'—n] = ]E[X721,+1 |‘7:n}
Puisque F,, = o(My,...,M,) = o(X1,...,X,), la v.a. X,,11 est indépendante de F,,, si bien que
E[X; 1 | Fa] = E[X2 4] = E[X7] = 0”.
On obtient alors
(M), =0*n, neN.
Exercice 10 (Martingales exponentielles de la marche aléatoire). On a pour § € R et n € N,

} e05n [eeanrl e 4 et

0S,, eaX"H
- cosh(6)” Cosh(a)] = Wa( )th) = W, ().

€

EWnn OVl =B | 50 cosh(@)

Exercice 11 (Processus de Poisson).

1. Il suffit de montrer que pour tous 0 < 81 < 89 < --- < 8, = § < t, Ny — N, est indépendante de

0(Ng,,...,Ns, ) et de loi Po(A(t — s)). Or, presque stirement, — N, = ([sk, Sk+1)) pour tout

Sk+1
k=1,...,n—1, ou alors,

N

-1
Ng, = I([ss, $it1))s DS, k=1,...,n.
1

L’énoncé découle alors de I’Exercice 14 de la feuille n°5 du TD.
2. Soit 0 < s <t. On a E[N; — Ny | Fs] = A(t — s). Par conséquent,

E[N; — M| Fs] = Ny — As + E[N; — N | Fs] — At — s) = Ng — s,

et donc avec f(t) = M, (N; — f(t))i>0 est une martingale.

De plus,

E[(Ny — At)* | Fo] = E[(Ny — Ny — A(t — 8) + Ny — As)* | Fy

=E[(Ny — Ny — A(t — 5))* | Fs] + 2(Ns — A)E[Ny — Ny — A(t — 5) | Fs] + (N5 — As)?
= Var(N; — N,) + 0+ (N, — \s)?
= A(t — ) + (N5 — As)%.

Par conséquent, avec g(t) = f(t) = A, (N — f(t))? — g(t))i>0 est une martingale.

Finalement, on a pour tout 0 < s < ¢ et tout 0 € R, E[e?(N:=No)] = A(t=5)(’~1) < 55 Par conséquent,

E[eem |]:S] _ E[eeNseG(Nths) ]:s] _ e@NsE[EO(NthS) J—_-s] _ eGNse)\(tfs)(eefl)’

et donc avec hg(t) = M(e? — 1), le processus (e/NVe=he(1)),- est une martingale.

3. Si Ny — At converge p.s. quand ¢ — oo, alors (N,, — An)/y/n converge vers 0, p.s. et donc aussi en loi
quand n — oco. Mais par le TCL, (N,, — An)/+/n converge en loi quand n — co vers la loi non-dégénérée
N (0, ). Par conséquent, N; — At ne converge pas p.s.
De maniere similaire, si (N; — A\t)? — At converge p.s. quand t — oo, alors ((N,, — An)? — An)/t converge
vers 0, p.s. et donc aussi en loi quand n — oco. Mais ((N,, —An)? —An)/n = ((N,, —An)/y/n)? — X converge
en loi vers la v.a. non-dégénérée X2 — X\, o X ~ N(0, ). Par conséquent, (N; — At)? — M\t ne converge
pas p.s. quand t — oo.

ON,—

En ce qui concerne la martingale M = e )‘t(eg_l), on note d’abord que si 6 = 0, alors M = 1 pour

tout ¢+ > 0 et donc MY — 1 quand ¢ — co. Supposons alors que § # 0. Par la loi des grands nombres
Np/(An) — 1 p.s. quand n — oo, et puisque N|;j < Ny < Npyq pour tout ¢ > 0, on a également

N:/(At) = 1 p.s. quand ¢t — oo.
Puisque € — 1 > 0 pour 6 # 0, ceci implique que
ON; — Mt(e? — 1) = —o0 p.s. quand t — oo.

Par conséquent, M{ — 0 p.s. quand ¢ — oo.



